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Книга входит в завоевавшую мировое‘ при- 
знание энциклопедию современной математики 
„Элементы математики“, созданную группой фран- 
цузских ученых, выступающих под коллективным 
псевдонимом Н. Бурбаки. Ряд томов этой энци- 
клопедии уже вышел в русском переводе и по- 
лучил заслуженно высокую оценку читателей. 

Эта книга посвящена преимущественно груп- 
пам, порожденным отражениями. Она содержит 
обширный материал по теории групп Ли, их ди- 
скретных подгрупп, алгебраических и конечных 
групп, алгебр. Ли, теории представлений. 

Книга предназначена для самого, широкого 
круга математиков различных специальностей, от 
студентов до научных работников. 


Редакция литературы по математическим наукам 


OT РЕДАКТОРА ПЕРЕВОДА 


Новая книга Н. Бурбаки „Группы и алгебры Ли“, 
относящаяся ко второй части его известного трактата „Эле- 
менты математики“, выходит в свет разрозненными выпу- 
сками. В 1960 г. была издана (а десять лет спустя переиздана) 
‘глава | „Алгебры Ли“, в которой изложены основы теории, 
не касающиеся вопросов классификации простых алгебр Ли; 
в русском переводе эта глава еще не появлялась. Главы П 
и Ш пока не опубликованы. 

При этих обстоятельствах перевод на русский язык изо- 
лированных глав IV—VI мог бы показаться несколько преж- 
девременным. Все сомнения, однако, рассеиваются при самом 
беглом ознакомлении с содержанием настоящего выпуска, 
к которому вполне подошло бы общее название „Дискретные 
группы, порожденные отражениями“. В мировой математи- 
ческой литературе до сих пор не было связного и столь 
исчерпывающего изложения этой увлекательной темы, пред- 
ставляющей значительный интерес для весьма широкого круга 
математиков, да и не только математиков. Авторское введе- 
ние и поучительный (хотя и неполный) исторический очерк 
помогут даже неспециалисту воссоздать тот естественный. 
фон, на котором проходило становленее и совершенствование 
теории кристаллографических групп, систем корней, групп 
‚Вейля, групп Кокстера, систем Титса (BN-nap). 

Насыщенная конкретными результатами, в том числе спра- 
BOUHOTO характера, книга рассчитана на достаточно квали- 
фицированного читателя. Но она целиком базируется на 
_ материале ранее изданных (и имеющихся в русском переводе) 
книг „Элементов математики“. Во всяком случае, щепетиль- 
ность автора в соблюдении схемы логической зависимости 
отдельных книг и глав трактата нашла здесь свое дополни- 
тельное подтверждение. 


А. Кострикин 


ВВЕДЕНИЕ 


Изучение полупростых групп (аналитических или алге- 
браических) и их алгебр Ли приводит к рассмотрению 
структур систем корней, групп Кокстера и систем Turca. 
Настоящие главы IV, У и VI как раз и посвящены этим 
структурам. 


Чтобы было понятно, о чем идет речь, приведем несколько 
примеров. 


I. Пусть 9— комплексная полупростая алгебра Ли и 
$ — ее подалгебра Картана !). Корнем алгебры 4 OTHOCH- 
тельно В называется ненулевая линейная форма а на Jb, 
такая, что выполнено соотношение [h, x]—a(h)x для неко- 
торого элемента х алгебры 4, отличного от нуля, и для 
любого h=h. Корни образуют в векторном пространстве br, 
дуальном к №, приведенную систему корней À. Задание R 
определяет алгебру 4 с точностью до изоморфизма, и всякая 
приведенная система корней изоморфна системе корней, полу- 
ченной описанным способом. Автоморфизм алгебры 4, оста- 
вляющий устойчивой подалгебру |, определяет автоморфизм 
Ha D”, оставляющий инвариантной систему À, и таким образом 
получается каждый автоморфизм этой системы. Группа Вейля 
системы À состоит из автоморфизмов пространства 4", которые 
определены внутренними автоморфизмами алгебры а, оста- 
вляющими устойчивой подалгебру D. Эта группа является 
группой Кокстера. 

Пусть @ —связная комплексная группа Ли с алгеброй Ли 4, 
и пусть Г — подгруппа в D, состоящая из таких элементов A, 


что exp. (2nih) = 1. Пусть RY — система корней в b, .дуальная 
к R, О(ЮУ) — подгруппа в В, порожденная системой RY, 


и пусть Р(В\) — подгруппа, которая ассоциирована с под- 
группой О (К) в D", порожденной R (т. е. множество A & b та- 
ких, что À(h) — целое число для каждого AEQ(R)). Тогда 


P(RY)>T>Q1R”). Далее, центр группы С канонически 
1) В этом Введении мы будем свободно пользоваться как тради- 


ционной терминологией, так и понятиями, определения которых появятся 
только в настоящем выпуске. 
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изоморфен P(RY)/T, a ее фундаментальная группа H30- 
морфна T/Q(R У). В частности, Г совпадает с P(RY), если 


С — присоединенная группа, и Г равна О (ЮУ), если С одно- 
связна. Наконец, веса конечномерных линейных представле- 
ний группы С суть элементы подгруппы В", ассоциирован- 
ной c Г. 


II. Пусть G — вещественная связная компактная полу- 
простая группа Ли и 4 — ее алгебра Ли. Пусть Г—-максималь- 
ный тор в С с алгеброй Ли! и Х — его группа характеров. 
Пусть, далее, К —множество ненулевых элементов а группы X 
таких, что (Adf).x=ua(f)x для какого-нибудь отличного OT 
нуля элемента x алгебры 4 и любого LET. Отождествим X 
с решеткой в вещественном векторном пространстве У=Х®,В. 
Тогда Ю будет приведенной системой корней в У. Пусть 
N — нормализатор тора: Г в G. Действие N на Т определяет 
изоморфизм группы N/T с группой Вейля системы Ю. Имеем 
P(R)= X =Q(R), причем X=P(R), когда С односвязна, 
и Х —Q(R), когда центр С сводится к единичному элементу. 

Комплексификация алгебры 4 есть полупростая алгебра 
Ли с) И fc, — ее подалгебра Картана. Существует канони- 


ческий изоморфизм пространства Vic) на пространство, дуаль- 
ное к & с, который переводит К в систему корней алгебры Sic) 


относительно с 


ПТ. Пусть ой полупростая алгебраическая группа 
над коммутативным полем À. Пусть Г—- максимальный элемент 
множества торов в С, разложимых над №, и Х — группа 
характеров Г (гомоморфизмов Т в мультипликативную группу). 
Отождествим Х с решеткой в вещественном векторном про- 
странстве У =Х ®,В8В. Корнями группы С относительно T 
являются ненулевые элементы а группы X, для каждого из 
которых существует отличный от нуля элемент х алгебры 
Ли g группы С такой, что (АЗК. х=а(Ёх, какова бы ни 
была точка { из Т. Таким образом мы получаем систему 
корней R BV, которая, однако, не обязана быть приведенной. 
Пусть N — нормализатор и 2 — централизатор тора T в С, 
и пусть N(k) и 2 (Е) — их группы рациональных точек над À. 
Действие N (k) на Т определяет изоморфизм группы М (k)/Z (Е) 
на группу Вейля системы À. 

Пусть U — максимальный элемент множества унипотент- 
ных подгрупп в С, определенных над À и нормализуемых 2. 
Положим, P=Z.U. Имеем P(k)=Z (k).U (Е) и Р(®ПМ (Е) = 
== 4 (R). Далее, существует базис (a, ..:, G,) системы R 
такой, что весами тора Т в U будут положительные для этого 
базиса корни системы À. Пусть $ — множество элементов 
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группы N (k)/Z (Е), которые соответствуют при определенном 
выше изоморфизме симметриям Sa, = W (R), ассоциированным 


с корнями @а;. Тогда четверка (С (№), P(k), N(R), $) есть си- 
стема Титса. 


IV. В теории алгебраических полупростых групп над ло- 
кальным полем встречаются системы Титса, у которых группа W 
есть аффинная группа Вейля системы корней. Пусть, напри- 
мер G=SL(n+1, Q,) (n>1). Пусть В —группа матриц 
(a;;)e SL(n +1, Z,), у которых a, € pZ, nan i < ри N— 
подгруппа С, состоящая из матриц, у которых в каждом 
столбце и каждой строке не более одного отличного от нуля 
элемента. Тогда существует такое подмножество $ группы 
NKBNN), что четверка (С, В, М, $) будет системой Титса. 
Группа Я = М(ВПМ) есть аффинная группа Вейля системы 
корней типа A,. Это — бесконечная группа Кокстера. 


При написании этих трех глав неоценимую помощь ока- 
зали нам многочисленные беседы с Ж. Титсом. Мы друже- 
ски его благодарим. 


ГЛАВА IV 


ГРУППЫ КОКСТЕРА И СИСТЕМЫ THTCA 


$ 1. Группы Кокстера 


Всюду в этом параграфе через W обозначается группа, 
записываемая мультипликативно, с единичным элементом |, и 
через $ — подмножество образующих группы W, такое, что 


mal > 

S=S и 1625. Каждый элемент в W есть произведение 
конечного числа элементов из $. Начиная с n°3, предпола- 
гается, что каждый элемент множества $ имеет порядок 2. 


I. Длина и приведенные разложения 


ОпРЕДЕЛЕНИЕ 1. Пусть и ЕТ. Наименьшее целое число 
g=0, такое, что ш есть произведение д элементов из 5, 
называется длиной элемента W (относительно множества об- 
разующих 5) и обозначается через 1,(w) или просто I(w). 
Приведенным разложением элемента w (относительно $) на- 
зывается всякая последовательность $ = ($1, ..., Sq) элементов 
из $, для которой W=S,... Sy ий q —l(w). 


Таким образом, | — единственный элемент длины 0, а $ 
состоит из элементов длины |. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ |. Для любых двух элементов w и Ww’ из Ш 
имеют место соотношения 


(ww) <1(w) +1 (w’), (1) 
Kw-1)=1(w), (2) 
| 1(w) —1(w’) |<1(ww’'). (3) 


Пусть (Sp .. ++ S,) и ($1, ..., $) — приведенные разложе- 
ния © и w’ соответственно. Тогда /(w)=p, !(w’)=g, и no- 
скольку ши’ = $5, ... 5,5] ... Sf, то l(ww’)< p + 4, что дает 
неравенство (1). Так как $=5 u w '=5... 9 To 
l(w-') < p=l(w). Заменяя w на w-!, получаем обратное 
неравенство, откуда следует (2). Заменяя W Ha ww’ в (1} 
и (2), получаем соотношения 


L(w) —1(ш’) <Цши’), (4) 
ww )=1(w’w  ); (5) 
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меняя местами w и w’ в (4) и применяя (5), получаем /(w’) — 
—1(w)<i(ww’'). Отсюда вытекает неравенство (3). 


— йа Рай РА 

Следствие. Пусть s=(S,, ..., s,)us = (51, ++, s’,) 
две последовательности элементов из $, W=S,... Sp HW’ = 
В зе Si. Если последовательность ($1, en Ds Er aus si) 


является приведенным разложением элемента ww’, то $ будет 
приведенным разложением w и 5’ — приведенным разложе- 
нием и’. 

По предположению /(w)<p, I(w’)<q u lww)=p-+9, 
поэтому в силу (1) {(w)—p и [(&’) =4, откуда и вытекает 
утверждение следствия. 


—1 
Замечание. Формула d(w, w’) =1(ww’') определяет pac- 
стояние d на №. Соотношения (1) и (2) показывают, что OHO 
инвариантно относительно правых переносов. 


2. Диэдральные группы 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Диэдральной группой (или группой ди- 
эдра) называется всякая группа с двумя различными обра- 
зующими порядка 2. 

Пример. Пусть М — мультипликативная группа {1, — 1} и 
и т — целое число 22 (соотв. т == со). Заставим М дей-. 
ствовать на Z/mZ (соотв. на Z), полагая (—1). х= —х, и 
обозначим черёз D,, связанное с этим действием полу- 
прямое произведение М на Z/mZ (соотв. М на 17). Элемен- 
tamu О„ будут пары (e, x), где e= +1 и хе 2/тр (соотв. 
xeZ). Групповой закон в D, задается формулой 


(=, x). (e’, x’) = (ee, ex + x’). (6) 


Обозначим через ı класс | по модулю т (соотв. ı=|) и 
положим 


р = (—1, 0), op’ =(—I1,1), л=(1, у; (7) 
тогда pp" =1 и л==00’. Формулы 
ll, №), pnf—(—|], m) (8) 


показывают, что D, —rpynna диэдра, порожденная MHO- 
жеством {о, 0’}. | 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2. Предположим, что S состоит из двух 
различных элементов $ и $’ порядка 2. 

(i} Подгруппа PCW с образующей p=ss’ нормальна 
в W u И является полупрямым произведением подгрупп 
Г={1, s} x P, причея (W* P) =2. 

(ii) Пусть т— порядок (конечный или бесконечный) эле- 
мента р. Тогда m>2 и W имеет порядок 2m. Существует 
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единственный изоморфизм ф группы D,, на У, такой, что 
ф (0) =$ и ple’) = 5. 
(i) Имеем sps"!=sss’s=s Is = p=, откуда 

sp = р" (9) 
для любого целого числа п. Группа W порождается парой 
{s, s} а также парой (5, р}, так что Р — нормальная под- 
группа в №. Следовательно, ГР — подгруппа в У, a так как 
она содержит $ и 5’ =5р, то  =ТР==РЦ$Р. Поэтому для 
доказательства (i) достаточно убедиться в TOM, что WP, 
Если бы W=P, то W была бы коммутативна, откуда 


р? == 525” = 1. Группа У =P содержала бы только два эле- 
мента [Ги р, вопреки предположению, что в W имеются по 
крайней мере три элемента 1, $ u s’. 

(ii) Так как ss’, то р==1, откуда т>2. Поскольку P 
имеет порядок m u (Й:Р)=2, порядок W равен 2m. Если 
т конечно (соотв. бесконечно), то существует изоморфизм p’ 
группы Z/mZ (соотв. Z) на P, переводящий x вр. Далее 
существует изоморфизм $’ группы М = {1, —1} на T, пере- 
водящий —1 в $. Группа W является полупрямым произве- 
дением Т и Р. Формула (9) и соотношение pr'p-!— x" 
позволяют построить из ф’и @” такой изоморфизм ф группы 
D, на №, что ф (0) =5$ и ф(п) =р, откуда ф (0’) = 5’. Един- 
ственность ф следует из того, что D,, порождается {p, p’} 


Замечание. Рассмотрим диэдральную группу W порядка 2m, 
порожденную двумя различными элементами $ и $5’ по- 
рядка 2. Обозначим через $4 (соотв. $а) последовательность 
длины 4, четными (соотв. нечетными) членами которой 
являются $’, а нечетными (соотв. четными) — $. Пусть w, 
(COOTB. w,) — произведение элементов последовательности 5, 
(соотв. sz). Имеем 

Wor = (ss’)*, Wor+ı = (ss’)* 5, 
a DL НИ à de / Ne) PUR y —k—1 
Was == (ss) = (ss") u = G's) El) 8, 
Если $ = (51,..., Sg) — приведенное разложение (относительно 
{s, s’}) элемента ep то, очевидно, Si À Si aaa ISiS 
< q — 1. Следовательно, S— Sy ИЛИ $ == 59. 

В случае m= со элементы ($5’)” и (ss’)"s для пеЕЙ все 
различны. Следовательно, элементы &. (920) и w;(q > 0) 
все.различны, и если 5— приведенное разложение W, | (соотв. w;), 
то с необходимостью будет $==$, (соотв. s—s,). Отсюда 
следует, что /(w,.)=1!(w,)=qg и что множество приведенных 
разложений элементов группы W совпадает с множеством 
последовательностей Sq и Sy. Кроме того, каждый элемент 
из № допускает единственное приведен’.ое разложение. 
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Пусть теперь m конечно. Если 9 22m, TO Wg=Wy-om H 
Wy—= Шт. Если msgs2m, то Wq = тв, Do = Wom-g- 
Следовательно, при 9 > т HH $4, ни Sj не являются приве- 
денными разложениями. Отсюда вытекает, что все 2т эле- 
ментов группы № содержатся среди элементов Wo = W0, Ша, 
и ©, для l<gsm—| Hu wm=wn. Таким образом, эти 
2m элементов различны и из вышесказанного следует, что 
(w.)=l(w,)=g для д<т и что множество приведенных 
разложений элементов группы № совпадает с множеством 
последовательностей Sq и $ для 0 << т. Каждый элемент 
группы №, отличный OT ®„, допускает единственное приве- 
денное разложение. Элемент W,, лопускает два таких разло- 
жения. 


3. Основные свойства групп Кокстера 


Напомним, что начиная с этого места мы предполагаем, 
что все элементы из S имеют порядок 2. 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3. Лара (W, $) называется системой Кок- 
стера, если выполнено следующее условие: 

(К) Для любых двух элементов $ и $’ из $ обозначим 
через ms, $’) порядок элемента ss’. Пусть I — множество 
пар ($, 5’), для которых mis, $’) конечно. Тогда система 


образующих $ вместе с соотношениями (з5’)" © =] для 
(5, $”) =/ будет заданием группы W образующими и опре- 
деляющими соотношениями'). 

В случае когда (М, $) — система Кокстера, то, допуская 
вольность речи, говорят также, что У — группа Кокстера. 


Примеры. 1) Пусть т — целое число 22 или © и 
W — группа, определенная множеством образующих S=(s, 5’) 
и определяющими соотношениями 5? = 5” — 1, когда т = со, 
или же 5? = 5’ ==(ss’)” == 1, когда M конечно. Далее, pac- 
смотрим группу диэдра D, (n°2, пример) и элементы 2 H о’ 
BD, ‚определенные равенством (7). Поскольку 9? = p" =] 
и (00’)" =1, когда т конечно, то существует однозначно 


1) Это означает, что пара (№, $) удовлетворяет следующему условию 
универсальности: каковы бы ни были группа С и вложение } множества $ 


в С, такое, что (f(s), (sFr 5) =1 для (5, 5') из J, найдется гомо- 
морфизм g группы W в G, продолжающий f. Этот гомоморфизм единствен, 
поскольку $ порождает W. Эквивалентная форма нашего определения 


заключается в следующем. Пусть W — группа, f — гомоморфизм W на У 
и A — отображение $ в W, такое, что f(h(s))=s, (h sais $) = | 

для (5, 5’) из I и образы h(s) (для s=S) порождают W. Тогда f — 

инъективное отображение (и тем самым изоморфизм на №). 
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определенный гомоморфизм [ группы W на D,,, такой, что 
f(s) =о и [1 ($”) =0’. Tak как pp’ имеет порядок т, то ss’ 
тоже имеет порядок т. Следовательно, (W, S) — система 
Кокстера, W — диэдральная группа порядка 2m и [— изо- 
морфизм (предложение 2). 

Путем перенесения структуры получается, что каждая 
группа диэдра является группой Кокстера. 


2) Пусть SS, — симметрическая группа степении п, п >2, 
$; — транспозиция {и i+ 1 для i i <a, и пусть 5 —{s), ..., Su 
Можно показать ($ 2, n° 4, пример и $ 1, упр. 4), что (Sy, 5) — cu- 
стема Кокстера. 

3) Классификация конечных групи Кокстера приведена в $ 4 
гл. VI. 

Замечание. Пусть (М, $) — система Кокстера. Существует гомо- 
морфизм = группы в группу {l, —1}, характеризующийся тем, что 
8 ($) = —1 для всех 5 =5. Число e (и) называется сигнатурой эле- 


мента W; оно равно (—1)! (w), Следовательно, формула € (ww’) = 
—=e(w).e(w’) выражается сравнением /(ww)=!(w) + ! (w’) mod 2. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 3. Предположим, что (W, $) — система Кок- 
стера. Для того чтобы два элемента $ us’ из S были сопря- 
жены !) в №, необходимо и достаточно, чтобы выполнялось 
следующее условие: 

(I) Существует такая конечная последовательность (Sj, ..., Sq) 


элементов из $, что $1 =5$, Sy =5’ U S;S;+ı имеет конечный 
нечетный порядок для Lj <q. 

Пусть $ и s’ из S таковы, что порядок p=ss’ равен 
2n + 1. В силу равенства (9) имеем $р-" = р"$, откуда 


Dan psp ss 9—6. (10) 


/ 


и $’ сопряжен с S. 
Для любого $ из $ пусть А‚— множество элементов S’ & S, 
удовлетворяющих условию (Il). Согласно этому условию и 


только что сделанному замечанию, элементы $5; И S741, 


| <j <q, сопряжены, откуда следует, что все элементы 5’ 
из À, сопряжены с $5. Пусть | — отображение SB М={1, —1}, 
равное 1 на А; и —| на $ — A,. Пусть элементы 5’ и 5” из S 
таковы, что 5’5” имеет конечный порядок т. В случае когда 
s’ us” оба лежат в À, или в S — À,, имеем f(s’)f(s”)=—1. 
В противном случае 1($”) | (5”) = — 1; но m четно, так что 
во всех случаях (j (s’)f ($”))" = 1. Поскольку (№, S) — система 
Кокстера, существует гомоморфизм g группы W в M, инду- 


1) Напомним, что два элемента (соотв. два подмножества) группы W 
называются сопряженными, если существует внутренний автоморфизм №, 
переводящий один элемент в другой (соотв. одно подмножество 
в другое). 
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цирующий | на $. Если 5$’ сопряжен с $, то принадлеж- 
ность $ ядру & влечет принадлежность, $’ этому же ядру. 
Значит, f(s’) == g(s’)—=1 и тем самым ! EA, UT. Д. 


4. Приведенные разложения в группе Кокстера 


Пусть (W, $) — система Кокстера и Г — множество сопря- 
женных с элементами из $ элементов группы W. Для любой 
‚ конечной последовательности $ == ($1, ..., $.) элементов из $ 


обозначим через Ф (5) последовательность (1, ..., &) элемен- 
тов из Г, определенных формулой 


ts бы... 5), ТРИ (11) 


Тогда В =$1 И S|... $. =... ti. Для каждого элемента 


te Т обозначим через п ($, f) число индексов |, таких, что 
1 </<9 u t;=t B Ф ($). Наконец, положим 


Ю = {1, АРТ, 


JIEMMA 1. (i) Пусть weW и tET. Функция ($, t)-> 
=> (—1)"°°? имеет одно и то же значение n(w, # для всех 


последовательностей $ = ($1,..., Sy) элементов из $, таких, 
что W=S,... Sq. 
(ii) Для ше пусть U, — отображение 2 в себя, опре- 


деленное формулой 
(И (в, В = (ем (м7 В, ww!) (e= +1, = т. (12) 


Отображение ш--> И» является гомоморфизмом группы W 
в группу перестановок множества R. 


Для s@S определим отображение U, множества R 
в себя формулой 


0, (в, == (в. (—1)% № sts!) e=+1,teT), (13) 


2 
где 6;,—символ Кронекера. Легко видеть, что И; = [@ь, 
а это показывает, что U, является перестановкой на КЮ. 


Пусть =... a) — последовательность элементов 
из 5. Положим Ш =, cae DE 2 ars Un. eee Оз. Индукцией 
по g мы хотим показать, что 

Us(e, #) =(e.(—1)" 9, wto-'). (14) 


Это очевидно для g=0, 1. Если g>1, TO положим 
$ — ($1, ..., 50-1) И 


LR 
W = Sg-1 ... 5% 
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Используя предположение индукции, получаем 
U, (в, 1) = Us, (e. (— 1)” (s’, 2) w’tw’') 


ee (г. = ty (s’, +8 ww wtw-!). 
Эднако D(s)—=(D(s’), w's и’) ип ($, Й = п (5, t) + à,,-1 


откуда и следует формула (14). 

Пусть $, s’=S таковы, что р==5$5’ имеет конечный по- 
рядок т. Пусть $ = (51, .... Som) — Последовательность эле- 
ментов из $, в которой $, =5$ для нечетных | и $, =5” для 
четных j. Тогда Som...s, =p "“=1, и формула (ll) дает 


= р/-15, 1<j<2m. (15) 


Поскольку р имеет порядок M, все элементы &, ..., Ém раз- 
личны и Im lt; для 1<]<т. Для каждого ET целое 
число п ($, t) равно поэтому 0 или 2, и равенство (14) пока- 
зывает, что И; = Ide. Иначе говоря, (U;Uy)" = в. По ca- 
мому определению системы Кокстера существует, следова- 
тельно, гомоморфизм ш--> U, группы W в группу переста- 
HOBOK на À, при котором И, задается правой частью 
формулы (13). Тогда И» = Us для любой последовательности 
$ = ($1, ..., Sg), Такой, что wW=S,...8,, и утверждения 
леммы | сразу следуют из равенства (14). | 

JIEMMA 2. Пусть $=($1,..., Ss, D(s)=(t,,..., В) u 
W=S,...S8,. Пусть ТГ, — множество элементов tET, для 
которых n(w, й = —1. Для того чтобы $ было приведенным 
разложением w, необходимо и достаточно, чтобы все t, были 
различны. Тогда To =, ..., В} | Card (T, )=1(w). 

Как легко видеть, Ty, Cf{t,,..., &}. Взяв $ приведенным, 
находим сначала, что Card Г. <). Далее, если ft; все 
различны, то п ($, {)— 1 2 случае, когда Е принадлежит по- 
следовательности {1 ,..., L,} и п (5, #) =0 в противном случае. 
Отсюда Tom fi, .... Е} и g==Card(T,)</(w), что влечет 
приведенность $. Предположим, наконец, что &==Ё при 


i<j. Представляя $; в виде $; = из и-!, где u= sy... 5/1» 
получаем 


sw Р 


0 — 51 eee $1—15741 +. Sj-1S;+1 ss Sp 


а это означает, что $ He является приведенным разложе- 
нием элемента W. 


ЛЕММА 3. Пусть veW u ses, npuuen (sw) <!(w). 


Для любой последовательности $=($1,..., Sq) элементов 
u3 Sc W=S,... 8, существует |, 1<j<q, для которого 
SS; eee Sj-1 = Si eee 51-151 
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Пусть р — длина w и w’=sw. Ввиду замечания в n°3 
1(w’)=I1(w) + 1 mod 2. Из условия [(&’) </(w) и соотношения 
| 1 (w) —1(w’) |< Кеш’ ') =) =1 
следует тогда, что /(w)=p— 1. Выберем приведенное раз- 


JIOXKEHHEe 
, 
(si, ‘ee dl 


элемента W’ и положим s’ =(S, $1,..., Sp-1) и ®D(s’)— 
==(t},..., tp). Ясно, что 5’ — приведенное разложение w и 
что tj ==$. В силу леммы 2 элементы F1, ..., Ё все различны, 


и мы имеем f(s’, $) = 1. Так как w — произведение элементов 
последовательности $, то из леммы | вытекает, что И ($, $) == 
=n(s’, $) mod2, откуда п ($, $) == 0. Следовательно, $ равно 
одному из элементов /; последовательности Ф ($), откуда и 
следует утверждение леммы. 


Замечание. Множество T,, определенное в лемме 2, со- 

— | 0] 
стоит из элементов W”Sw” , соответствующих тройкам 
(w’, w’, s)EWXWXS, таким, что w=w’sw и [(и’ 


+ 1(w”) + 1=1(). 
5 . Условие замены 


Под „условием замены“ понимается следующее утвер- 


ждение о (У, 5): 
(3) Пусть WEW, SES и l(sw)Ll(w). Для всякого npu- 


веденного разложения ($1, ..., Sg) элемента ш существует 
такой индекс |, 1<]< (4, что 
551... 51-125] ... 51-15]. (16) 


В этом пункте предполагается, что (W, $) удовлетворяет 
условию (3); таковыми являются по лемме 3 системы Кок- 
cTepa, к которым применимы, следовательно, все наши ре- 
зультаты. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 4. Пусть SES, weW и $ == ($1, ..., $4) — 
приведенное разложение для W. Возможны только два случая: 

а) 1($ = (и) Ти (5$, $, ..., 5.) — приведенное разло- 
жение элемента SW. | 

6) l(sw)=1(w)—1 и существует индекс |, 1 S/<Sg, 
такой, что 


($1, ee eg $7—1 Sj+1 ..09 Sa) 
будет приведенным разложением элемента SW, а последова- 
тельность (5, Si, ..., Sj-1» Зу+ьь +++» Sg) — приведенным раз- 


ложением W. 
_ Положим w’=— sw. Согласно формуле (3) n° 1, 


Io) —1(w’) |< 1($) =1. 
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Рассмотрим отдельно два случая: 
а) I(w’) > (м). Стало быть, 1(w’)=g+1u и" = $551... 54, 
так что 
LS Mises Sq) 


— приведенное разложение W’. 
6) [(w’)</(w). По свойству (3) тогда найдется индекс |, 
l1<j<q, для которого выполнено равенство (16). Имеем 


W = SS ER S7-18j+1 вез ба» откуда 
Е 
® —51 ... 51-15741 +... Sq 
Так как g— 1slw)sg, то Ци”) =9—Ти ($1, ..., s;_1, 
$1+1, +++, Sg) — приведенное разложение для w’. 


JIEMMA 4. Пусть wEW — элемент длины 9—1, D — мно- 
жество его приведенных разложений и Е — отображение р 
в некоторое множество Е. Предположим, что F(s)=F(s’), 


коль скоро $=($1,..., Sy) и 5’=($1,..., 54) — элементы 
множества D, удовлетворяющие одному из следующих 
условий: 


а) $1==51 ИЛИ $4== 54; 

6) для | нечетного и Е четного существуют такие $ и Ss” 
8-5, ЧТО age ige, 

Гогда Е постоянно. 


À) Для $, =D положим t= ($1, $1,..., Sg—1). Покажем, 
что если РЁ ($) =- F(s’), то {+ D u РЁ == Е($). В самом деле, 


— $1 ... 54, Значит, SWS)... Ss, имеет длину <q. Со- 
гласно предложению 4, существует индекс |, | LL, такой, 
что последовательность и==($1, S,,..., S_» Sparer $а} 


принадлежит D. Условие а) дает тогда Р (и) =Р (5). Если бы 
1524, TO по тем же соображениям F(s)=F(u), откуда 
Е ($) = F (s’), вопреки предположению. Значит, |=, откуда 
t=ueD u F(t)= F(s’)+ F (5). 

Б) Пусть $ и s’—amnementnt в D. Для любого целого. 
числа |, 0<j<q, определим последовательность $; из 4 
элементов множества $ следующим образом: 


Sy == ($1, +. 5”), | 
NS... Sy); 
Sos mgt (Sys Si es Sp Sfr Sp So es 5.) 


u 


(17) 
для g—R четного и ISKSg 


S 


a [4 / 
arte =(S; Sp» Be $1» $1» Sp $.» FO Sp) 


для g—k нечетного и 1 LR 4. ] 
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Обозначим символом (H;) утверждение „5; =), 5, =D 
и F(s;) ÆF(s;y1)*. Из (А) следует, что (Н;) = (H;,1) для 
0<j<g; но условие 6) противоречит утверждению (H,). 
Следовательно, утверждение (Ну) несправедливо, и так как 
sms’ И 51 =8, TO F(s) =Р (5'). 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 5. Пусть М — моноид (с единичным эле- 
ментом 1) u |— отображение $ в M. Пусть т ($, $5’) — nopa- 
док произведения ss’ для любых двух элементов sus’ из $. 
Положим 


als, 5’ = 
(1 (s)f (s’))’, ‘когда m/(s, s’)= 21, | конечно, 
=} (f(s) f(s’))'f(s), когда mis, s’)—21 +1, [ конечно, (18) 


i. когда m/(s, S’)= oo. 


Если а ($, 5’) =а($’, $) для всех ss’ из $, то существует 
отображение g группы W в М, такое, что 


g(w) =f ($1)... 1 (Sq) (19) 


для любого элемента weW и любого его приведенного 
разложения ($1, ..., Sq). 


Пусть D,, — множество приведенных разложений произ- 
вольного элемента weW и Е, — отображение D,, B M, 
определенное соотношением 


Ро Юр ve 53 ВЕЕР veuf ol 


Докажем индукцией по длине элемента W, что ЁЕ„ постоянно, 
откуда будет следовать утверждение предложения 5. Случаи 
(о) =0, | тривиальны, и мы предположим, что 4—2 и что 
утверждение доказано для всех элементов ш с l(w) <q. 
Пусть длина & равна 4 и $, $’ — элементы из D,. Согласно 
лемме 4, достаточно доказать, что Р. ($) = Е (5’) при усло- 
виях а) и 6), сформулированных в этой лемме. 
а) Из формулы 


Во Dh aus = ПИР, се, 8g) = Pw (Bly ск, Ве: в 


ДлЯ Ш’=5... 5 И Ш” =:55...5, и из предположения 
aaa / DER, 

iia Le следует, что F,(s)=F,,(s’), если S,—S$S, или 

5. == 8, 

6) Пусть существуют такие два элемента $, 5’е= 5, что 
S,= 5S, =S, $,=5,==5’ для нечетного | и четного À. Доста- 
точно обсудить только случай ss’. В этом случае после- 
довательности $ и $’ будут двумя различными приведенными 


20 ГЛ. ТУ. ГРУППЫ КОКСТЕРА И СИСТЕМЫ ТИТСА 6 


разложениями W в диэдральной группе, порожденной $ и 5’. 
В соответствии с замечанием из n° 2 порядок т элемента Ss’ 
обязательно конечен и в обозначениях этого замечания $ = $ 
и s—s”. Следовательно, F, (5) = а ($, 5’) и F, (s’)=a(s’ s,), 
откуда 

Fy (5) = Fy (5). 


6. Характеризация групп Кокстера 


ТЕОРЕМА |. Для того чтобы пара (И, $) была системой 
Кокстера, необходимо и достаточно, чтобы выполнялось 
условие замены (3) из n° 5. 


Лемма 3 из n° 4 показывает, что системы Кокстера удо- 
влетворяют условию (3). 

Обратно, предположим, что условие (3) выполнено. 
Пусть С — группа и Г — отображение ов G, для которого 
(f JE" всякий раз, когда s,’=S u ss’ имеет 
конечный порядок т. Из предложения 5 следует существо- 
вание отображения g группы W B С, такого, что 


8 (и) =1 (5)... ls.) (20) 


каков бы ни был элемент WS, ... S, длины 49. Для того 


чтобы доказать, что пара (№, $) является системой Кокстера, 
достаточно убедиться в TOM, что g — гомоморфизм, а это 
следует из формулы 


5 (5%) =1[ ($) а (№) ses, weW, (21) 


поскольку $ порождает Я. Предложение 4 из n°5 оставляет 
только две возможности: 

а) [(sw)=I1(w) +1; если ($1, ..., Fe приведенное раз- 
ложение ш, то ($, $1,..., S,) — приведенное разложение 
‹ элемента SW, откуда и аа (21). 

6) (sw) =1(w) — 1; положим w=sw. Тогда w=sw’ и 
[(sw’)=I1(w’) + 1. Поэтому из а) следует, что g(w)— 
— ($) & (5%), откуда f(s) g(w) = 8 (5%), ибо (f(s)? = 1. 


7. Семейства разбиений 


Пусть (М, $5) — система Кокстера. Для любого $ из $ 
обозначим через Р; множество элементов w = , таких, что. 
I(sw) > I(w). Тогда имеют место следующие утверждения: 


(А) [|] Ps= {I}. 


ses 
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Действительно, пусть WAl в Й и ($1,..., 5.) — при- 
веденное разложение. Тогда qg > 1 и (So, ..., $.) — приведен- 
ное разложение элемента S,w. Поэтому !(w)=g, 1($1щ) = 
— q— | и тем самым w & Ps. 

(Б) Для любого $ из $ множества P, и SP, образуют 
разбиение группы У. 


Пусть шеЕМ и 5$=5. Ввиду предложения 4 из n°5 
следует различать только два случая: 

а) {(sw) =1(&®) + 1. Тогда w &P,. 

6) l(sw)—l(w) —1. Положим w=sw или, что то xe 
самое, w = sw’. Имеем 


[(w”) < | Ew 


поэтому w’ =P, и тем самым w == SP, 

(В) Пусть $ и $’— два элемента из SuweW. Если 
шеЕР,. и №5’ EP, To $Ш = 5". 

Пусть 9— длина w. Так как wEP, то I(sw)=g+1;- 
так как ws’ ÉP,, To I(sws’)=I1(ws’)—1<q, а поскольку 
1(sws’) =I1(sw)+1, мы приходим к заключению, что /(ws’) = 
=g+1 u 1($%5') = (4. 

Пусть ($1,..., S,) — приведенное разложение W и $1; = S’. 
Тогда (91, ..., Sg 5+) — приведенное разложение эле- 


мента WS’ длины 9-1. Согласно условию замены, суще- 
ствует индекс |, 1j + |, для которого 


BE +» КВ: Е, 5% (22) 


Если бы 1<j<q, то равенство SWS... Sj-1Sj41 +... Sy 


противоречило бы соотношению I(sw) = q +1. Значит, 
j=9+1 u формула (22) принимает вид SW = 95°. 
Обратно, имеет место следующий результат: 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 6. Пусть (Р.), _‹ — семейство подмножеств 
группы №, удовлетворяющих (В) и двум следующим усло- 
виям: — 

(A) 1] P, для всякого SES. 

(B’) При всех зе $ множества P, и SP, не пересекаются. 

Тогда (И, $) является системой Кокстера и P, состоит 
из элементов w Е У, для которых I(sw)>I1(w). 


Пусть $ + $ и weW. Возможны два случая: 
а) w ЕР.. Пусть тогда (51, ..., 5.) — приведенное раз- 
ложение w и | | 
Wj=S,..- Sj 
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для 1<]< 9. Положим, кроме того, в, =1. Так как в, Р, 
по условию (A’) и w=w, не принадлежит P,, то существует 
индекс jf, 1<]=<09, такой, что w,_,= P,, а W;—w;_,;s; не 
принадлежит P,. Из условия (В) получаем тогда 

Sy == 1-5 


Таким образом, мы доказали формулу 


$$] ees $1—1 == $1 eee Sj-1Sj» 


откуда следует, что SWS; ... $15141... Sy И I(sw)<I(w). 
6) шеЕР.. Пусть &” = sw и тем самым ввиду условия (B’) 
w’  P.. Тогда, согласно (a), /(sw’)</(w’), или, что равно- 
сильно, /(w) <[(5%). 
Сравнение случаев а) и 6) показывает, что Р; состоит 
из тех weW, для которых l(sw) > [(w). Условие замены 
следует из рассуждений, использованных в случае а), поэтому 


{W, 5) — система Кокстера (теорема 1 из n°6). 


8. Подгруппы групп Кокстера 


В этом пункте предполагается, что (У, $) — система 
Кокстера. Для любого подмножества Х множества $ обо- 
значим через Их подгруппу в W, порожденную X. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 7. Пусть ш — элемент из №. Существует 
подмножество Sy TS, такое, что (Si, ..., 5} = Sy для 


любого приведенного разложения ($1, ..., Sq) элемента W. 


Обозначим через М моноид, составленный из под- 
множеств множества $, с законом композиции (А, В)-> AUB. 
Единичным элементом в М будет @. Положим f(s) = {$} 
для $ Е 5. Применим к M uf предложение 5 us n°5. Тогда 
а ($, $’) ={$, 5'}, если $, 5’ ES и т($, 5’) конечно. Значит, 
существует отображение 5: wt >S, группы W в М, такое, 
что & (и) =[ ($) 0... Uf(s,). Иначе говоря, $ == {$1, ..., 54} 
для Е и любого приведенного разложения ($1, ..., Sq) 


элемента W. 
СЛЕДСТВИЕ |. Для любого подмножества X CS под- 
группа Wy группы W состоит из элементов W таких, что 
Ss. a. 
Если W=S,...S,, THE $1,..., $ — элементы из 5, то 
w-'=s, ... Si и, значит, 
| S 1=S (23) 
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Предложение 4 из n°9 показывает, что Ssy C{s}USy для 
seS и и’ ЕЯ. Отсюда индукцией по длине & получаем 


Sun’ Se U apy" (24) 


Из соотношений (23) и (24) следует, что множество U Tex 
weW, для которых S, CX, является подгруппой в W. 
Итак, X CUCWy,, откуда И = У. 


СЛЕДСТВИЕ 2. Для любого подмножества X CS 
Wy N} S вы À. 


Это вытекает из следствия | и формулы $. = {$} для SES. 


СЛЕДСТВИЕ 3. Множество S является минимальным мно- 
жеством образующих группы W. 


Если X CS порождает №, то W—W, и в силу след- 
ствия 2 Х = ПИ = 5. 


СЛЕДСТВИЕ 4. Для всякого подмножества X CS длина 
любого элемента в = Ух относительно системы образую- 
щих X группы Wy равна 15 (). 

Пусть ($1, ..., Sg) — приведенное разложение W как эле- 
мента из W. Тогда и =$:... 5$ и $; ЕХ для 1l<j<q 
(следствие 1). Кроме того, по определению д==1,(&) эле- 


мент W не может быть произведением Gg’ <g элементов 
"8 со. 


ТЕОРЕМА 2. (i) Для любого подмножества À CS пара 
(Wy, À) является системой Кокстера. 


(ii) Пусть (Xi), -,‚— семейство подмножеств в $. Если 
X=) x; то = Г Wx, 

ic] ieI 

(iii) Пусть X u Х’— два подмножества в $. Тогда 
Wx Ух (соотв. Wx—Wx) в том и только том случае, 
ecau X CK” (соотв. Х =”). 


Каждый элемент множества Х имеет порядок 2, и 


X порождает Wy. Пусть EX, WEW y и [1х (XW) < 1х (и) = 4. 
Тогда из следствия 4 предложения 7 вытекает, что 


ls (хи) < 15 (w) = 4. 


Пусть x), ..., X, — элементы из À, такие, что W =х, ... Ху. 
Так как (№, 5$) удовлетворяет условию замены (Teo- 
рема 1 n°6), то существует индекс |, 1<]5<4, для которого. 
Хх... Ko =X, ... Xj-1Xj. Следовательно, пара (Wy, À) 
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удовлетворяет условию замены и является системой Кокстера 


(теорема 1 n°6). Тем самым доказано (i). 
Утверждения (ii) и (iii) получаются непосредственно при 
помощи следствия | предложения 7. 


9. Матрицы и графы Кокстера 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 4. Пусть [ — некоторое множество. Матри- 
цей Кокстера типа Î называется всякая симметрическая 
квадратная матрица М = (Mi), jer элементы которой — 


целые числа или же символ + со, удовлетворяющие соотно- 
шениям 
M; =1 для всех iel; (25) 


ти 22 для i, jel, 13] (26) 


Назовем (допуская вольность речи) графом Кокстера 
типа I пару, состоящую из графа’) Г, у которого [-—- мно- 
жество вершин, и отображения | множества ребер этого 
графа в множество, состоящее из символа - с и целых 
чисел —3. Будем говорить, что Г — граф, подчиненный графу 
Кокстера (Г, f). 


Каждой матрице Кокстера М типа / следующим образом 
сопоставляется граф Кокстера (Г, /): 


граф Г имеет в качестве множества вершин /, а в качестве 
ребер — пары {i, j} из /, для которых m;; > 3. Отображение f 
сопоставляет ребру fi, j} элемент m;; матрицы М. 

Очевидно, что таким образом устанавливается биективное 


соответствие между множеством матриц Кокстера типа / и 
множеством графов Кокстера типа /. 

Для простоты восприятия граф Кокстера типа / зачастую пред- 

ставляют схемой, изображающей подчиненный граф, приписывая 

еще над каждым (или рядом с каждым) ребром {i, j} число f ({i, j}). 

Обычно опускают приписывание тех из этих чисел, которые равны 3. 


Если (У, $) — система Кокстера, то матрица = 
— (т (5, 5')), veg Где ms, 5’) — порядок элемента $5’, 
является матрицей Кокстера типа $, называемой матрицей 
системы (№, 5). Действительно, 2 ($, s)— 1, поскольку 52 = 1 - 
для всех SES, и т (5, 5’) = т ($', 5) >22 в случае ss, 
поскольку ss’ == ($5) ' #1. Граф Кокстера (T, f), ассоции- 
рованный с матрицей М, называется графом Кокстера си- 
стемы (1, $). Заметим, что две вершины $ и Ss’ графа Г 


1) Определение и используемые здесь свойства графов даны в До- 
полнении. 
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соединены тогда и только тогда, когда $ и Ss’ He KOMMYTH- 


руют. Например, ng Кокстера диэдральной группы 
т 
порядка 2т является Г | ), a ее граф Кокстера изобра- 


жается схемой 


m 
oO 
когда m>3 (или 
SS 
когда m= 3), и 
о о 


когда т == 2. 
* Граф Кокстера симметрической группы ©, изобра- 
жается схемой 


(п — 1 вершин). x 


Позже (гл. V, $ 4) мы покажем, что, обратно, каждая матрица 
Кокстера является матрицей некоторой системы Кокстера. 


Говорят, что система Кокстера (W, $) неприводима, если 
граф Г, который подчинен графу Кокстера, ассоциирован- 
ному с (W, 5), связен (дополнение, n°2) и непуст. Это соот- 
ветствует тому, что S непусто и не существует разбиения $ 
на два множества $’ и 5”, отличные от S и такие, что 
каждый элемент из $5’ коммутирует с каждым элементом 
из 5”. Более общо, пусть (Г;), _, — семейство связных KOM- 


понент графа Г (дополнение, n°2) и $; — множество вершин 
компоненты Г;. Пусть W; = Ws, — подгруппа в W, порожден- 
ная 5; (см. n°8). Тогда все (W;, S;) суть неприводимые CH- 
стемы Кокстера (см. n°8, теорема 2), называемые неприво- 
димыми компонентами системы (У, 5). Кроме того, W 
является ограниченным прямым произведением |) подгрупп W, 


1) Группа С называется ограниченным прямым произведением се- 
мейства (Gj); y своих подгрупп, если для любого конечного подмноже- 


ства J < / rpyuna С, порожденная G;, iG J, будет прямым произведе- 

нием групп G;, ТЕХ, и если С — объединение С, Это означает, что 

каждый элемент из С; коммутирует с каждым элементом из Gy; для 

75 |] и любой элемент группы С однозначно записывается в виде про- 

изведения II gp» где в; = С: ng, = 1 для всех индексов, кроме конечного 
ie] a 
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для {= 1. Это вытекает из следующего более общего утвер- 
ждения: 


ПрРЕдложеЕНИЕ 8. Пусть (S;),_, — такое разбиение S, что 


каждый элемент из $; коммутирует с каждым элементом из 
$; при ij. Для всякого iG! пусть №; — подгруппа, no- 
рожденная S;. Тогда W является ограниченным прямым 
произведением семейства (W;), < .. 

Ясно, что для {= 1 подгруппа Wi, порожденная объеди- 
нением всех W;, где ji, порождается также множеством 


Si= (] Si. По теореме 2n°8 имеем тогда 
i#i 
| И: ПИ: = Ив = {1}. 


Поскольку W порождается объединением подгрупп Wi, пред- 
ложение доказано. 


$ 2. Системы Титса 


На протяжении всего этого параграфа символы С, В, М, 
$, Г, И имеют один и тот же смысл, определяемый ниже 
a vi: 


1. Определение и основные свойства 


Пусть @ —группа и В — ее подгруппа. Тогда ‚ группа 


ВЖВ действует на G по правилу (6, 6”). g = bgb""", где b, 
bD'EB nn geG. Орбитами группы ВХ В в С будут MHoxe- 
ства BgB, g = С, которые называются двойными смежными 
‘классами (или просто двойными классами) G по В. Классы 
образуют разбиение группы G. Соответствующее фактормно- 
жество обозначается символом B\G/B. Если С и С’— два 
двойных класса, то множество CC’ будет объединением двой- 
ных классов. 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Пусть @ — группа, В и N — ее подгруппы 
и S — подмножество в МВП М). Системой Титса называется 
четверка (С, В, N, 5), удовлетворяющая следующим аксио- 
мам: 

(T1) Множество BUN порождает @ и ВПМ является 
нормальной подгруппой группы М. 


числа. Это последнее условие эквивалентно следующему: С поро- 


ждается объединением С, и G,NG, = {1} для всех i & Î и любого ко- 


нечного подмножества J € 1, такого, что il, 
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(T2) Множество $ порождает группу № = М(ВПМ) u 
состоит из элементов порядка 2. 

(T3) sBw < BwBU BswB для 5+ би шеЙ.. 

(T4) sBs ZB для любого SES. 


Группу Я = N/(BNN) иногда называют группой Вейля системы 
Титса (С, В, М, S) 


замечания. 1) В n°5 (следствие теоремы 3) будет пока- 
зано, что при заданных (G, В, N) существует не более одного. 
подмножества $ в (М/(ВП М), для которого четверка (G, В, М, S) 
образует систему Титса. | 

2) Пусть (С, В, М, $) — система Титса и Z — нормальная 
‚подгруппа группы G, содержащаяся в В, Пусть G’=G/Z, 
В’ = B/Z, N=N/ZNN), и пусть $’ — образ $ в N’/(B’ ПМ). 
Тогда легко видеть, что (G’, В’, N’, 5’) будет системой Титса. 

Далее всюду в этом параграфе четверка (С, В, №, S) 
обозначает систему Титса. Положим, кроме того, Т = ВПМ 
и W—NIT. Под двойным классом мы будем подразумевать 


двойной смежный класс группы С по подгруппе В. Для 
каждого в = № положим С (в) = BwB. Это двойной класс. 


Выведем несколько элементарных следствий из аксиом 
(T1) — (T4). 

Пусть w, w’,... — элементы из W HS, S’, ... — элементы 
из S. Очевидны соотношения 


C(1)=B, C(ww’)=C(w).C(w’), Cw)=C(w)”". (1) 
Аксиома (ТЗ) записывается также в виде 
С ($). С (и) <C(w) UC (sw). (2) 


Из (1) следует, что С (sw) CC (s).C(w). Кроме того, С ($).С (и) — 
объединение двойных классов. Поэтому имеются только две 
возможности: 


C (sw), если C(w) ZC(s).C(w), 
COMM | C(w)UC(sw), если C(w)aC(s).C(w). (3) 


В силу аксиомы (T4) BA C(s).C(s). Подставляя w=s в (3) 
и используя соотношение S°— |, получаем 


С. СВЕ, (4) 


') Каждый элемент группы есть смежный класс по подгруппе 
ВПМ, т.е. подмножество группы С. Это придает смысл произведениям 
вида ВоВ. Вообще для каждого подмножества А группы обозначим 
через ВАВ подмножество U BwB. 

weä 
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Эта формула показывает, что ВИС ($) — подгруппа в С. 
Умножая оба члена в (4) справа на C(w) и используя фор- 
мулу (3) и соотношение 
В.С (&) =С (м), 
получаем 
C(s).C(s).C(w)=C(w)UC (sw). (5) 


Заменяя все множества, входящие в соотношения (2), (3) 
и (5), на обратные, а затем w на w!, мы получим формулы 


C(w).C(s) =C(w)UC(ws): 64) 
C (ws), если C(w) £C(w).C(s), | 
C(w).c() = | C(w)UC(ws), если C(w)eC(w).c(s). ©. 
C(w).C(s).C ($) =C (w) UC (ws). | (5) 
ЛЕммА 1. Пусть $1, ..., 58 ES u.weVW. Гогда 


С(51 ... 54).С (и) = U  C(s,...s,0) 
| (21, ss 80 ty 
где (ij, ..., ip) пробегает множество строго возрастающих 
последовательностей целых чисел из интервала (1, 4). 


Случай 4 ==0 тривиален, и мы проведем индукцию по д. 
Вели. 4>1,. то Сб... S).C(w) a C(s).C(s ... Sg). C (a). 


По предположению индукции bees ... Sqg)-C(w) содержится 
в объединении классов C(s;, ...s; w), где 
2< j, < . 10. 
Согласно (T3), множество C(s;).C(s; ... Sj,®) содержится 
в объединении С (5151... 51 №) и C(s;, ...s; w). Отсюда 


следует утверждение леммы. 


2. Пример 


Пусть Е — поле, п — целое число >20 и (е;) — канониче- 
ский базис в k”. Пусть @ = С (и, k), В — верхняя треуголь- 
ная подгруппа в С (состоящая из матриц с нулями ниже 
главной диагонали), и пусть N — подгруппа в G, состоящая 
из матриц, у которых в каждом столбце и каждой строке 
только один элемент отличен от 0. Элементы группы М пере- 
ставляют прямые Re;, поэтому существует сюръективный 
гомоморфизм N->G,, ядром которого служит подгруппа 
T=BfN диагональных матриц. Тем ‘самым мы можем 
отождествить W = N/T и©,. Обозначим через $; (<i<n— 1) 


элемент из №, соответствующий транспозиции j и ]- 1. 
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Пусть $ — множество всех s;. Тогда четверка (С, В, М, 5) 
будет системой Гитса. 


Действительно, справедливость аксиом (Tl) и (TA) доста- 
точно очевидна. 

Аксиома (T2) доказана в Алг,, гл. I, упр. к $ 7. 

Остается проверить, что имеет место (T3), т.е. что 


s;Bw = BwBUBs;wB, 1<j<n—1, weW, 


или, что TO же самое, что 
s;B € ВВ’ |) Bs;B’, где В’ = wBw”!. 


Пусть G; — подгруппа в С, оставляющая неподвижными все 
e, ==], I+ 1, и оставляющая устойчивой плоскость, натя- 


нутую Ha €; H @;4;. Эта группа изоморфна GL(2, k). Ясно, 
что G;B = BG;. Так как s; = G;, то $ В C BG;, и достаточно 
доказать формулу 

G;=(BNG;)(B N G;)U(BN G;)) s; (B’N G)). 


Отождествим @, с GL(2, k). Тогда группа BAG; отождест- 
вится с верхней треугольной подгруппой В. группы GL (2, 2). 
Группа В’П С, отождествляется с B,, когда w (j) < w(j +1), 
а в других случаях —с нижней треугольной подгруппой Bo 
(матриц с нулями выше диагонали). В первом случае фор- 
мула, которую надо доказать, принимает вид | 


GL (2, Е) = В. В.зВ., где == (| ae 


Она следует, например, из Toro, что В. — стационарная под- 
группа точки при действии GL(2, Е) на проективной прямой 


Р, (Е), транзитивная на дополнении к этой точке. Во втором 
случае подлежащая доказательству формула | 


GL 2, k)= = BoB U BosBo 


получается из предыдущей формулы умножением справа 
на $, поскольку Bo = sBos. 


3. Разложение С на двойные классы 


ТЕОРЕМА |. Имеет место равенство С = ВМВ. Соответст- 
eue wt >C(w) является биективным отображением W на 
множество B\G/B двойных классов G по В. 


Ясно, что BWB устойчиво относительно операции х--> x, 
а лемма Î показывает, что оно устойчиво и относительно 
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произведения. Так как BWB содержит В и N, то оно co- 
впадает с G. 

Нам остается проверить, что С (№) == C(w’), если ш = w’. 
Для этого мы докажем индукцией по 4 следующее утвер- 
ждение: 

(A,) Пусть даны два различных элемента м и w из №, 
причем 15 (&) >15 (&’) =4. Тогда C(w) == C(w’) (определение 
l>(w) см. в $ 1, n° 1). 


Это утверждение очевидно при 4 —0, поскольку в этом 
случае w’=—1 и wl, откуда C(w’)—B u C(w) = В. 

Пусть теперь g >|, аш и в’ удовлетворяют предположе- 
ниям (A,). Существует элемент SES, такой, что sw’ имеет 
длину g— 1. Тогда 


15 (w) > 15 (Sw’), (6) 


поэтому w= sw’. Далее, sw = sw’, и по формуле (3) из $ 1, 
n° l, имеем | 
ls(sw) Sls(w) —1D15(sw’) =q—1. (7) 
По предположению индукции C(sw) отличен oT C(w) и 
С (5%). Из формулы (2) получаем 
С ($&’) ПС ($).С (&) = ©. (8) 
Но так как, кроме того, C(sw’) <C(s).C(w’), то окончательно 
С (w) ~ C(w’). | 


Замечание. Аксиома (T4) в предыдущем доказательстве 
не использовалась. 


4. Связь с системами Кокстера 


ТЕОРЕМА 2. Пара (1, 5) является системой Кокстера. 
Далее, для SES и ше \ соотношения C(sw)=C(s).C(w) 
и 15 ($) > 15 (&) эквивалентны. 


Для каждого s@S пусть P,— множество элементов 
w = W, таких, что 


C(s).C(w) =С (sw). 


Мы сейчас проверим, что множества P, удовлетворяют усло- 
виям (A’), (B’) и (В) из $ 1, n°7. Оба утверждения теоремы 
будут следовать тогда из предложения 6 $ 1, n°7. 

Условие (A’), очевидно, выполнено. 

Проверим (Б”). Если бы P, и SP, обладали общим эле- 
ментом ©, то we P, и swe P,, откуда 


C(s).C(w)=C(sw), C(s).C(sw) =C(w). 
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Следовательно, C(s).C(s).C(w)=C(w), и из формулы (5) 

вытекало бы С (№) =С (sw), что противоречит теореме |. 
Проверим условие (В). Пусть $, 5’ = $ и w, w’ У, при- 

чем w’ = 15’. По предположению we P,, а w’ EP, откуда 


С (sw) = С ($).С (w), (9) 
и ввиду (3) 

С (и) <С($).С (м). (10) 
Из формулы (9) и соотношения w = w’s’ получаем 

С ($) w’s’B =С (sw). (11) 


По формуле (2) C(w’)C(s’) = С (и) UC (w’s’), откуда сразу 
следует 
С (w’)s’B — C(ws’) 0С (w). (12) 


Так как C(w’) — объединение левых смежных классов gB и 
так как 
С ($) С (9) =Сю’В, 


то формула (10) показывает, что С (5) w’ пересекается с C(w’) 
и тем более C(s)w’s’B пересекается с C(w’)s’B. Из dop- 
мул (11) и (12) тогда следует, что двойной класс C(sw) 
совпадает либо с C(ws’), либо с C(w). Поскольку sw ~ w, 
теорема | позволяет сделать заключение, что SW = ws’. 


Следствие 1. Пусть в, ..., w,=W и w—=w, ...w 
Если 
[5 (w) A ls (и!) + eee um [5 (w,), 
C(w)—C(w:) ... C(w,). 


Рассматривая приведенные разложения элементов W;, мы 
сводим все к случаю приведенного разложения 


=S$,...S8 © SES. 


q° 


TO 


Если u=s ...s,, To w=sıu u [5($1и) > [5 (и). Отсюда и из 
теоремы 2 следует, что С (№) =С ($1).С (и). Требуемая фор- 
мула получается теперь индукцией по г. 


СЛЕДСТВИЕ 2. Пусть ш ЕЙ, и пусть T,, — подмножество 
в М, ассоциированное с w описанным в лемме 2 из $ 1, n°4, 
способом. Если [Е Ти, To 


act. € lie. 
Если t@T,, то по определению существуют элементы W’, 
w” =W uses, для которых | 
w=w’sw”, 1[5(%)= 15 (и) + 15(w”) + 1, — wsw, 
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Ввиду следствия 1 
C (w) .C (w-!) = C(w’).C(s).C(w”) .C(w”').C(s).C(w’~'). 
Отсюда 
C(w).C(w~') D> C(w’) .C (s).C(s). C(w’). 
В соответствии с формулой (4) C(s)&C(s).C(s), так что 
C(w).C(w-') > C(w’).C(s).C(w’') DC (0). 


СлЕдствиЕ 3. Пусть в У, и пусть H,, — подгруппа в С, 
порожденная множеством C(w).C(w-'). Тогда 

а) для каждого приведенного разложения (51, ..., $) эле- 
мента W имеем 


Cis iC Hy, | IESEE 
6) группа H, содержит класс C(w) и порождается им. 


Доказываем a) индукцией по j. Пусть С (5%) содержится 
BH, для Е <j. Положим 


(ls... sp) sie. ss) 


Элемент { принадлежит подмножеству 1, <W, определен- 
ному в лемме 2, $1, n°4. Следствие 2 дает C(t) CH,,, 
откуда C(s;) < Ay. | 

Согласно следствию 1, C(w)=C(s,)... C(s,), поэтому 
С (и) < Ни, откуда вытекает 6). 


Пример. Теорема 2, примененная к системе Титса из 
n°2, показывает, что симметрическая группа ©, с описанным 
там множеством образующих (транспозиции рядом стоящих 
символов) является группой Кокстера. 


5. Подгруппы группы С, содержащие В 


Для любого подмножества X CS обозначим через Wy 
подгруппу в №, порожденную X (cp. $ 1, n° 8), и через Gy 
объединение BWyB двойных классов C(w), weW,. По 
определению Сор =Ви @$; =(. 


ТЕОРЕМА 3. а) Для любого подмножества Х < $ множе- 


ство Gy есть подгруппа в G, порожденная [J С ($). 
5ЕХ 
6) Отображение X+> Gy является биекцией $ ($) на мно- 
жество подгрупп в G, содержащих В. 
в) Пусть (X;),_, —cemeücreo подмножеств в $. Если 


Х = [Г] Xi, то [] Gx, =Gx. 


ie] ie] 
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г) Пусть X и Ÿ — два подмножества в $. Включение: 
Gy Су (соотв. равенство @х= Су) имеет место тогда и 
только тогда, когда ХУ (соотв. X =—Y). 


Ясно, что Gx—=(Gx) . Лемма 1 n°1 показывает, что. 
Gy.Gy CG ,. Отсюда и из следствия | теоремы 2 получаем 
утверждение а). 

Инъективность отображения X +> С y следует из инъектив- 
ности отображения À +> Wy ($ 1, n° 8, теорема 2). Далее, пусть. 
Н — подгруппа в G, содержащая В, и пусть И — множество. 
weW, таких, что C(w)C H. Тогда Н = BUB, поскольку 
Н — объединение двойных классов. Пусть À =U |S. Пока- 
жем, что Н = Сх. о что Gy CH. С другой стороны, 
пусть иЕ ДЦ и (Sy, ..., $.) —его приведенное разложение. 
Следствие 3 теоремы 2 влечет C(s;) CH, откуда $; © X для 
l1<j<g. Мы имеем теперь и = Wy, и так Kak H есть o6be- 
динение С (и), ие О, то H Gy, чем завершается доказа- 
тельство утверждения 6). 

Утверждения в) и г) следуют из аналогичных свойств. 
групп Wy ($ 1 n°8, теорема 2). 

СЛЕДСТВИЕ. Множество S состоит из элементов ше У, 
w= |, для которых BUC(w) является подгруппой в G. 

Элементы & = W, для которых В |] С (№) — подгруппа BG, 
характеризуются тем, что для каждого из них существует 
Хеаебс И, = {1, в}. Если, кроме того, w = |, то необходимо 
Сага (Х) = 1, Te. wES 


Замечание 1). Предыдущее следствие показывает, что. 
множество $ определяется тройкой ia, В, №). По этой при- 
чине иногда системой Титса называют тройку (С, В, М); 
говорят еще, что (В, №) — система Титса в G. | 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ |. Пусть X — подмножество в $ u N’—noo- 
группа в N, образ которой в W совпадает с Wy. Тогда 
(Gy, В, N’, X) является системой Титса. 


Имеем С х = ВУ хВ = BN'B. Отсюда следует, что Gy по- 
рождается множеством В |) №’. Выполнение аксиом (Т1)—(Т4) 
легко проверить. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2. Пусть X,Y CS u weW. Тогда 
GywGy= BW xyoWyB. 


Пусть $1,..., SEX и Ц, ..., 1, € Y. Лемма 1 показы- 
вает, что 


CIE, can 54) .C(w).C(...1,) = ВИ хи, В, 


2 Зак. 61. Н. Бурбаки 
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откуда | 
GywGy c= BWyoWyB. 


Обратное включение очевидно. 


Замечание 2). Обозначим через Gx\G/Gy множество под- 
множеств в С вида GygGy, ве С. Аналогичным образом 
определим Wx\W/Wy. Предыдущее предложение показывает, 
что каноническая биекция wt+>C(w) группы W на B\G/B 
определяет посредством факторизации биективное отображе- 
ние W.\W/W, > Gx\G/Gy. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 3. Пусть X CS и g&G. Тогда из соотно- 
шения gBg7 < Сх следует в = Сх. 

Пусть g © C(w) для какого-то we W. Поскольку В — под- 
группа в Gy, условие gBg-! < Су влечет C(w).C(w-!) CGy. 
Теперь следствие 3 теоремы 2 дает C(w) <= Gy, и g принад- 
лежит подгруппе Сх. 


6. Параболические подгруппы 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Подгруппа группы С называется пара- 
болической, если она содержит nodepynny, сопряженную с В. 

Ясно, что всякая подгруппа, содержащая параболическую 
подгруппу, сама является параболической. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 4. Пусть Р — подгруппа группы G. 

а) Для того чтобы Р была параболической, необходимо 
и достаточно, чтобы Р была сопряжена с подгруппой Gx, 
где X — некоторое подмножество в $ (определение Gy 8 n° 5). 

6) Пусть Х, X’'C Su g, g’ <= С таковы, что P= в@ хв-! == 


= Greg". Тогда X =X’ и g'g 'ЕЕР. 
Утверждение а) следует из теоремы 3,6). 
В условиях пункта 6) нашего предложения имеем 
g-'g’Bg’'g ge Greg 8 = СХ, 
и предложение 3 показывает, что g!g’ = Gy. Поэтому, co- 
гласно теореме 3,6), Gx: = @х и À’ =Х. Наконец, 
g’g-'=g.g-'g’.g'egGxg', 
откуда следует утверждение 6). 


Если параболическая подгруппа Р сопряжена с Gx, где 
XS, то Р называется подгруппой типа X. 


ТЕОРЕМА 4. (i) Пусть P, и P, — две параболические под- 
2pynno eG, пересечение которых тоже является параболи- 
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ческой подгруппой, и пусть gP,g~'CP, для некоторого эле- 
мента ЕС. Тогда ge P, и РЕ Р.. 

(11) Две различные параболические подгруппы, пересече- 
ние которых — параболическая подгруппа, не сопряжены. 

(iii) Пусть Q, u Qu, — две параболические подгруппы, со- 
держащиеся в подгруппе 9 < С. Toeda все элементы g < СЦ, 
для которых gQig~'=Q,, принадлежат Q. 

(iv) Каждая параболическая подгруппа совпадает со своим 
нормализатором !). 


Утверждение (i) следует из предложений 3 и 4 и влечет 
утверждение (ii). В условиях (iii) 80,5! CQ. Отсюда и из утвер- 
ждения (i) следует теперь, что в = О. 

Наконец, утверждение (iv) вытекает из (iii), если поло- 
жить Q = Q, = Q. 


ПрЕдложЕНИЕ 5. Пусть Р, u P,— две параболические 
подгруппы в G. Тогда Р.ПР. содержит nodepynny, сопря- 
женную с T. 


Применяя в случае надобности некоторый внутренний | 
автоморфизм группы С к Pı и P,, можно предполагать, что 
BE P,. Пусть g = С — тот элемент, для которого gBg-! CP. 
По теореме | существуют ne&eN и b,b’=B, такие, что 
g —bnb". Поскольку подгруппа Т нормальна в N, имеем 


P,> geBg”' = фиВи "bd" > bnTn  b = ЬТЬ! 


P,>B>bTb", 


откуда и следует предложение. 


7. Теорема простоты. 


ЛЕММА 2. Пусть Н — нормальная подгруппа группы G. 
Существует такое подмножество X в 5, что ВН = Сх и каж- 
дый элемент из À коммутирует с каждым элементом из$ — X. 


Так как ВН — подгруппа в G, содержащая В, то суще- 
ствует единственное подмножество À в S, для которого 
ВН =Gy, (теорема 3). 

Нусть $, ЕХ и $5 —Х, а n, и N, — представители $5; 
и $2 в N. Имеем п; = С х= ВН, и существует элемент D&B, 


1) Нормализатором в С подгруппы HCG называется подгруппа 
У (A), состоящая из элементов & EG, для которых gHg—! = Н. Говорят, 
что подгруппа AH’ нормализует À, если HENR(A), тогда HH’ = Н’Н 
будет подгруппой в С с нормальной подгруппой НД. 


2% 
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такой, что bn, = AH. Так как подгруппа Н нормальна в С, 
то элемент A=n,bnn;! принадлежит Н. С другой стороны, 


ВЕС ($5) .С ($1).С ($5). 


Если длина элемента 5.515. равна 3, то следствие | тео- 
ремы 2 влечет 


С (55) .С ($1) .С (55) = C ($25155), 


и, значит, À & H NC ($25152). Поскольку НПС ($55155) непусто, 
ТО 525155 = Wy. Последовательность ($о, $1, 52) является при- 
введенным разложением и потому ($1, n°8, следствие | 
предложения 7) $. = À, что противоречит предположению. 

Пусть теперь ls ($25155) <2. Если 15 ($152) =1, то ss = $ 
и ($152)? =1, откуда 515. =5551. Если же 15 ($152) =2, To из 
свойства (3) $ 1 следует, что $55: ==5\5о, ПОСКОЛЬКУ $1 52 So. 

В теореме 5, которая будет доказана ниже, фигурирует 
следующее свойство группы U. 


(Р) Для любой нормальной подгруппы У CU, отличной 
от U, коммутант (cm. Алг., гл. I, $6, n°8) группы ИУ 
отличен от UV. 

Каждая разрешимая группа удовлетворяет свойству (Р). 
В частности, коммутативные группы удовлетворяют (Р). То же 
относится и ко всякой некоммутативной простой группе О, 
если исключить случай V ={1}. Можно показать, что (P) 
выполнено для симметрической группы ©, при любом п 
(см. упр. 29). 


ТЕОРЕМА 5. Пусть Z — пересечение подгрупп, сопряжен- 
ных с В, И — подгруппа в Ви G, — подгруппа, порожден- 
ная сопряженными с U nodepynnamu в G. Предполагаются 
выполненными следующие условия: 


(1) U нормальна в Ви B=UT; 

(2) И удовлетворяет условию (Р); 

(3) Ц, совпадает со своим коммутантом; 

(4) Система Кокстера (№, $) неприводима (см. $ 1, n° 9). 

Тогда любая подгруппа Н группы G, нормализуемая 
подгруппой G,, содержится в 2 или содержит Gy. 


Докажем сначала, что @ = С.Г. Группа G,T содержит В 
и поэтому совпадает со своим нормализатором (теорема 4). 
Так как N нормализует С, и Г, то она нормализует G,T, 
откуда NCG,T. Поскольку G порождается В и N, имеет 
место равенство @ = GI. | 
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Положим теперь 
G’=G,H, В’ = ВПС’, № = МПО’, 
Та ПМ u = МГ. 


Так как G’ содержит G,, то G=G’T и поэтому М = N'T. 
Таким образом, вложение N’ в N определяет посредством 
факторизации изоморфизм a: №” >. Пусть 5’= а! ($). 


Покажем, что (G’, В’, N’, 5’) является системой Turca. 
Так как @ = ВМВ и В = ТО = ОТ, то С = UNU, а поскольку 
U — подгруппав С”, приходим к заключению, что G’ = ИМИ. 
Это дает (Tl), поскольку Ис В’. Аксиома (T2) выполнена 
ввиду того, что а — изоморфизм. Пусть w = Wu w’ =a! (w) — 
соответствующий элемент в W’. Тогда 


BwB = BwB’ = Bw’B’, поскольку В = B’T. 


Отсюда мы заключаем, что С’[] ВшВ = B’w’B’. Другими 
словами, вложение @’в С определяет посредством факто- 
ризации биективное отображение B’\G’/B’ на B\G/B. Это 
сразу дает аксиому (ТЗ). Аксиома (Т4) следует из равен- 
ства В = В'Т. 

Подгруппа A нормальна в С”. Лемма 2, примененная 
к (G’, В’, №, 5’), утверждает существование подмножества 
X’< 5’, такого, что В’Н = Сх., причем каждый элемент 
в S’ — X’ коммутирует с каждым элементом в X’. Условие (A) 
оставляет только две возможности: 

а) Х’= ©, т. е. В’Н = В’ и HOB CB. Если ве С, то 
g=gt, где че С, {=+Ти Hcg,Ber', ибо G, нормали- 
зует Н. Поэтому Но gBg-!. Так как Z есть и 
poe", 10. НЕЙ. 

6) Х’=5’, т. е. B’H=G’ В силу равенства G=GT 
HMeeM 

Gf il =f =A, 


Так как В нормализует U, то всякая группа, сопряженная 


с U, имеет вид ВОЙ ', где AGH. Такие подгруппы содер- 
жатся в группе UH, откуда (по определению G,) G, UM. 
Получаем изоморфизмы 


ИКИ ПН) = ИНИН =G,H/H => в (С.П Н). 


По условию (3) G,/(G, ПН) совпадает со своим коммутантом. 
Условие (2) показывает тогда, что группа U/(UNMH), изо- 
морфная G;/(G, ПН), состоит только из единичного элемента. 
Следовательно, GA Н=ОЦ,, т. е. G, CH, и доказательство 
закончено. 
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Следствие. В предположениях теоремы 5 группа G,/(G, (2) 
либо является некоммутативной простой, либо сводится 
к единичному элементу. 


Согласно теореме 5, группа G;/(G, NZ) либо проста, либо 
состоит только из единицы. Но условие (3) требует, чтобы 
она совпадала со своим коммутантом. Отсюда вытекает 
утверждение следствия. 


Замечания. 1) Условия (2)—(4) не использовались при 
доказательстве того, что (G’, В”, N’, $’) является системой 
Титса. 


2) Предположим, что ДПИ = {1}. Так. как Z и U Hop- 
мальны в В, то каждый элемент из Z коммутирует с любым 
элементом из U, а тем самым и с любым элементом из Gy. 
Ввиду предыдущего следствия это означает, что @ [0 — 
центр группы Gi. 


3) Предположение (3) вытекает из следующего условия: 


(3) U порождается коммутаторами Би bu, где ие 0 
и b=BfNG.. 


Примеры. 1) Пусть Е — поле, п — целое число 20, 
@ = СИ (и, К) и (С, В, М, $) — система Титса, описанная 
в n° 2. Пусть U — верхняя строго треугольная группа, т. е. 
подгруппа в В, состоящая из матриц с единицами на глав- 
ной диагонали. Условие (1) теоремы 5 проверяется немед- 
ленно. То же относится к условию (2), так как U разрешима. 
Условие (4) выполнено, если п>2. Можно доказать (см. 
Алг., гл. II, 3-е изд., $ 10, упр. 13), что условие (3) выпол- 
няется, если n>3 или п=2 и Сага (^) 4. При этих усло- 
виях заключаем, что группа G,/(G, [| 2) простая и что G, |7 — 
центр группы С, (см. замечание 2). 

Когда К коммутативно, то С, = $1. (п, К), см. Алг., гл. Ш, 
3-е изд., $ 8, n°9. 

*2) Пусть 9 — простая алгебра Ли над С и С — группа 
ее внутренних автоморфизмов (см. гл. ПП). Используя тео- 
рему 5, можно показать, что G — неабелева простая группа... 


Дополнение 


ГРАФЫ 


1. Определения 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ |. Комбинаторным графом (или просто гра- 
фом, когда исключены какие-либо недоразумения) назы- 
вается пара T=(A, $), где $ — множество и À — подмно- 
жество в ($), образованное множествами из двух элементов. 


Пусть Г(А, $) —граф. Элементы из А называются реб- 
рами, а элементы из $ — вершинами графа Г. Говорят, что 
две вершины хи и соединены, если {х, у} есть ребро. Вер- 
шина называется ‚концевой, если она соединена не более 
чем с одной вершиной, и точкой ветвления, если она соеди- 
нена по крайней мере с тремя вершинами. 

Согласно общим определениям (Теор. множ., Сводка рез., 
$ 8), изоморфизм графа Г на граф I’ =(A’, 5”) есть биек- 
тивное отображение [| множества S на 5”, которое перево- 
дит Ав A’. Граф Г’=(А”, $’) называется подграфом в Г, 
если SES и A’ CA. Говорят, что I’ — целый подграф в Г, 
если S’CS и А’ =АПЗ (5'). Ясно, что любое подмножество 
множества $ совпадает с множеством вершин одного и только 
одного целого подграфа графа Г. 

Для наглядности граф изображают фигурой, которая со- 
стоит из точек, соответствующих вершинам, и из отрезков, 
связывающих две точки тогда и только тогда, когда пред- 
ставляемые ими вершины соединены в графе. 

Например, фигура 


а 
а b с е 


изображает граф с вершинами а, b, с, 4, еи ребрами {а, 6}, 
1b, ©), {es Gj u fe, а. 


2. Связные компоненты графа 


Пусть Г = (А, $) —граф. Если а и b — две его вершины, 
то путем, связывающим а и $, называется всякая последо- 
вательность (ху, ..., Хи) вершин графа Г e ж=а, x, = 0, 
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в которой вершины X, и Х;., соединены при OLi<n. Це- 
moe число п >20 называется длиной рассматриваемого пути. 
Путь называется инъективным, если х; A xX; для 152 |. Путь 


(Xp, ..., Хи), связывающий ас b и обладающий минималь- 
ной ДЛИНОЙ, обязательно инъективен: в противном случае 
нашлись бы фи | < 0<:<]<пи X;—X;, так что последо- 
вательность 

ais ob a Se 


была бы путем длины «п, связывающим а с 6. 
Отношение „существует путь, связывающий а с $“ между 
двумя вершинами а и b графа Г определяет отношение 
эквивалентности À в множестве вершин $. Классы эквива- 
лентности по А называются связными компонентами графа Г. 
Говорят, что граф Г связен, если он состоит из одной связ- 
ной компоненты, т. е. если любые две вершины в Г могут 


быть соединены по меньшей мере одним путем. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 1. Пусть T=(A, 5) — граф и (Sq), -, — се- 
мейство его связных компонент. Обозначим через Гу целый 
подграф в Г с множеством Sy в качестве множества вер- 
шин. 

(i) Для каждого a = L граф Го связен. 


(ii) Если Г’ = (A’, $5’) — связный подграф в Г, то найдется 
такое a цз L, что 5'С5... 

(iii) При а=>ЕВ никакой элемент из $. не соединен ни 
с каким элементом из S, (иначе говоря, каждое ребро графа Г 


является ребром в одном из Ги). 
(iv) Пусть (Si), _ и- такое разбиение множества $, что 


при ^ 52 в никакой элемент из $) не соединен 8 Г ни с o0- 
ним элементом из $,. Тогда каждое множество $, есть 


объединение связных компонент графа Г. 

(i) Пусть a&L u а, b& Sy. Существует, следовательно, 
путь с = (ху, ..., Xn) в Г, связывающий а с b. Для любого i, 
O<i<.n, путь (х,..., Xi) еввязываетла с x; в Г, откуда 
x; Е Sy. Таким образом, с является путем в Г, связываю- 
щим a с b. Значит, граф Г. связен. 

(ii) Пусть Г’ = (А^, $5’) — непустой связный подграф в Г, 
а — элемент из 5’ и S,—cBa3Hañ компонента в Г, содер- 
жащая a. Для любого b из 5’ существует путь с, связы- 
вающий ас р в Г’ и тем более в Г. Следовательно, S’ Cc S,. 

(iii) При заданных различных а и В из L и вершинах 
а=$. и bES, не существует пути, связывающего а с b, 


и, в частности, “He. существует ребра, соединяющего а и 6. 
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(iv) Пусть а= 5) и $, — связная компонента в Г, содер- 


жащая a. Для любого В из S, существует путь (ху, ..., Xp) 
связывающий а с b в Г. Если OSi<n u x,=S,, To 


x, Е, поскольку X, соединяется с х,. |. Следовательно, 
по индукции X, Te для O<Ki<n и, в частности, b—X, 
принадлежит si. Oresna Se | 


СЛЕДСТВИЕ 1. Для того чтобы граф Г (А, 5) был связным, 
необходимо и достаточно, чтобы не существовало разбиения 
(S’, 5”) множества $ на два непустых подмножества, таких, 
что никакой элемент из $’ не соединен ни с каким элемен- 
TOM из 5”. 


Пусть Г не связен и $5’ — одна из его связных компо- 
нент. По предложению | (i) $” =$ — 5$” непусто и никакой 
элемент из S’ не соединен в Г ни с одним элементом из 5”, 
как это утверждает предложение | (iii). 


Предположим теперь, что Г связен и что (S’, S”) — раз- 
биение с упомянутыми свойствами. В силу предложения 1 
(iv) множество $” содержит по крайней мере одну связную 
компоненту. Значит, ’=S и 5” = @, вопреки предполо- 
жению. | 


СлЕедсТВИЕ 2. Для того чтобы подмножество $’ мно- 
жества S было объединением связных компонент, необходимо 
и достаточно, чтобы никакая вершина из S’ не соединялась 
ни с какой вершиной из $ — 5'. 

Это условие достаточно по предложению 1 (iv) и необхо- 
димо в силу утверждения (iii) последнего предложения. 


3. Леса и деревья 


Пусть Г = (А, $) — граф. Циклом в Г называется всякая 
последовательность 
oe 


различных вершин графа Г, в которой n>3, вершина x; 
соединена с х;., при | Si<n и вершина x, соединена с xX). 
Граф Г называется лесом, если он не содержит циклов. 
Любой подграф в Г тогда тоже будет лесом. Связный лес 
называется деревом. Таким образом, связные компоненты 
леса являются деревьями. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2. Пусть Г =(А, $) — лес с конечным чи- 
слом вершин. 

(1) Если Г обладает хотя бы одной вершиной, то у него 
есть концевая вершина. | 
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(1) Если Г имеет no крайней мере две вершины, To су- 
ществует разбиение (S’, 5”) множества вершин на два не- 
пустых подмножества, таких, что две различные вершины, 
принадлежащие одновременно к 5’ или к 5”, не будут со- 
единены. | 


Предположим, что Г имеет по крайней мере одну вер- 
шину. Пусть (хо, ..., X,) — инъективный путь максимальной 
длины в Г. Вершину хо нельзя соединить ни с какой вер- 


шиной у, отличной OT Xp, Л, ..., Хи, Ибо тогда в Г существо- 
вал бы путь длины n-+1, а именно (y, xo, ..., Xp). Вер- 
шина Xo не соединена ни с какой вершиной x, 2<1< п, 
в противном случае (Xo, м, ..., Xi) был бы циклом в лесу Г. 
Значит, вершина Xp — концевая. 

Докажем (1) индукцией по числу т вершин в Г. Случай 
m==2 тривиален. Пусть m>3 и утверждение (ii) доказано 
для графов с m— | вершинами. Пусть а — концевая вер- 
шина в Г (см. (i)). Применим предположение индукции к UIe- 
лому подграфу, получающемуся из Г выбрасыванием вер- 
шины а. Существуют, следовательно, два непустых подмно- 
жества Si и Si B Sc $1 (] $1 = $ — {а}, причем никакая пара 
вершин из $1 (соотв. $1) не соединена. Так как а соединена 
не более чем с одной вершиной в Г, то она не соединена 
ни с какой вершиной одного из множеств, например St. 
Тогда разбиение ($1, $51 |) {а}) множества $ обладает требуе- 
мыми свойствами. Ч. Т. Д. 


Для любого целого числа п >| обозначим через À, граф 
с вершинами |, 2,..., п и ребрами fi, j}, где i—j= + lt: 


| 2 a . aml n 
Oman > 0 600 © 000 ны) 


Говорят, что граф Г есть цепь длины т 0, если OH изо- 
морфен À,11. Это эквивалентно существованию в Г инъек- 
тивного пути (хо, ..., Xm), содержащего все вершины, при- 
чем вершины X; и X; не соединены при || —il|> 1. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 3. Для того чтобы граф был цепью, 
необходимо и достаточно, чтобы он имел конечное ненуле- 
вое число вершин и был деревом без точек ветвления. 

Предположим, что граф Г — цепь (хо, ..., Xh) с пере- 
численными свойствами. Каждая вершина соединена не более 
чем с двумя другими. Для i<j кусок пути (X, ..., х,) 
является путем, связывающим X; с х,. Значит, Г связен. 
Наконец, пусть (Xp, ..., Xp,) — цикл. Пусть рь — наименьшее 


среди различных целых чисел Pi, ..., р». Должны существо» 
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вать различные Ги ] такие, что вершина Xp, будет соеди- 
нена С Xp, И С Xp... Это следует из определения цикла. Так 


как Dr < Pi и Pr < pj, то обязательно р: =D; = Pr 1, что 
противоречит тому, что все Pj, ..., р, различны. Значит, 
в Г нет циклов. 

Обратно, пусть Г — дерево без точек ветвления с нену- 


левым конечным числом вершин. Пусть (X, ..., хи) — инъек- 
тивный путь максимальной длины в Г и T — множество 
вершин, отличных OT №, ..., Хи. Вершина bET не может 


быть соединена ни с какой вершиной X;. Действительно, 
имеются три возможности: 


а) i—0, но тогда (В, Хо, ..., Xm) был бы инъективным 
путем длины M + Тв Г; 

b) ==, во тогда Wu ..:, x, 9) был ON инъективным 
путем длины M + 1 в Г; 

с) O<i< т, но тогда вершина x; была бы соединена 
с тремя вершинами х;—1, хи: H D. 

Так как Г связен, то Т пусто в силу следствия 1 пред- 
ложения 1. Далее, если бы существовали Ги j такие, что 
j-i>1 и x; и x; соединены, то путь (Xi, Kr +. X)) 
был бы циклом в Г. Следовательно, Г — цепь. Ч. Т. Д. 


УПРАЖНЕНИЯ 


$ 1. 


1) а) Пусть (М, $) — система Кокстера и $1, ..., Sr — элементы мно- 
жества 5. Положим w=S,... s,. Показать, что если 15 (ш) < г, то су- 


ществуют два таких целых числа р и 4, I|Sp<gSr, что w= 
= $1... Sp-1Sp+1 +++ Sq—1Sg+1 ++ Sr. Показать, что существует строго воз- 


растающая последовательность чисел } (1), ..., j (k), заключенная между 1 
и г, и такая, что (S; ay +++» Sj gy) является приведенным разложением 
элемента W. 


6) Пусть (№, 5) — система Кокстера и X, У, 2 —три подмножества 
в $. Показать, io 


Wy NWy.Wz)=(WyNWy). (Wy WZ) 
(показать, что любой элемент w = Wy ь У, допускает приведенное: разло-. 
жение. 
BEE (Sir eee, Sp by ces t,), 
где $, ЕТ, # ji E Z, и воспользоваться следствием | предложения 7, n°8), 


Показать, что 
Их. (УПИ) = (Ware WWW), 

2) Пусть (№, $) — система Кокстера и X — подмножество в $. По- 
казать, что для того чтобы подгруппа W, была нормальной в W, необ- 
ходимо и достаточно, чтобы любой элемент множества Х коммутировал 
с любым элементом множества $ — X. 


3) Пусть (М, $) — система Кокстера и X, У — два подмножества 
в $. Пусть a@W. Показать, что существует, и притом единственный, 
элемент WE W,aW,, минимальной длины и такой, что всякий элемент 

| à 
we У ха! 

записывается в виде wW=xwy, где хе\,, уе Шуи 1 (ш’) =1(х) + 
+ I(w) + 1 (и) (выбрать В И ха! элемент минимальной длины и вос- 
пользоваться упражнением |). Элемент & = № называется (X, У)-приве- 


денным, если он является элементом минимальной длины в двойном 
смежном классе У хот. Показать, что если элемент w (X, (7))-приведен, 


то l(xw)—1l(x)+l(w) для всех хе Wy, и что любой элемент из М 
однозначно записывается в виде хш, где хе Wy, а w есть (X, ()-npu- 
веденный элемент. Показать, что элемент w = является (X, ()-npu- 
веденным в том и только том случае, когда l(xw)>1l(w) для всех 
хЕХ (записать w в виде yw’, где ye Wy и и’ является (X, )-npu- 
веденным). Показать, что для (X, У)-приведенности элемента we W 
необходимо и достаточно, чтобы w был одновременно и (X, (@))-приве- 
денным, и ((7), У)-приведенным. 
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4) Пусть п — целое число 22. Обозначим через $,, ISisn—|, 
транспозицию i и i + | в последовательности {1, 2, ...,n} и через 7, мно- 
жество & E Gn, для которых w-! (1)<ш-1(1- 1). Пусть S={s,, ..., Sn-ı}- 


Показать, что (Gy, $) — система Кокстера и что A; совпадает с мно- 
жеством элементов & = ©,, для которых (w)<I(s,w) (использовать 


предложение 6 из n°7). 
5) Пусть X — непустое множество и W — некоторое множество 


перестановок Ha X. Пусть заданы множество Я отношений эквивалент- 
ности в X, элемент хо © À и отображение ф: À => SH множества Faw. 


Обозначим через Po множество тех À = P, для которых $н (Xo) = 


= à; mod 7’ при всех HH из 9, и через So множество всех S,, 
с’ Н, принадлежащими Po. Предположим, что выполнены следующие 
условия: 


(i) Для любого HE P существуют два класса эквивалентности по 
модулю Н, которые переставляются элементом Sp и SF = 1. 


(ii) Для любого HEF и любого w = отношение эквивалентности 
w (Н), получающееся из H при перестановке W, принадлежит мно- 
жеству PH Sy (н) = ws,w |. | 

(iii) Для любого w ~1 из М множество À € $ таких, что w (X) # 
=< хо mod H, конечно и пересекается с Po. 

а) Доказать, что (№, So) является системой Кокстера (использовать 
предложение 6 из n°7). | 

6) Доказать, что длина ls, (w) равна числу элементов HEF, для 


которых 
ш (хо) = хо mod H. 


в) Пусть Е — конечное множество и Х — множество отношений со- 
вершенного порядка на Е. Обозначим через группу перестановок мно- 
жества F, очевидным образом действующую Ha À. Пусть i и j — различ- 
ные элементы из Е. Назовем два элемента R и R’ множества X эквива- 
лентными по модулю Н;;, если имеют место одновременно либо К (i, |} 


и Ю’ (1,1), либо R(i,i) и R’(j,i). Обозначим через S;; транспозицию i 
и j. Пусть Я — множество отношений эквивалентности вида Hi; и Ф — 
отображение множества Я в W по формуле Ф(Н;,) =$:;. Наконец, 


пусть хо — какой-нибудь элемент множества Х. Показать, что эти данные 
удовлетворяют предположениям (i)—(iii), и заново получить результаты 
упражнения 4. 


6) Пусть Е — множество из шести элементов и F — множество 
структур проективной прямой в множестве Е относительно поля Fs. 
Обозначим через $; группу перестановок множества Е. Для любого 
элемента CE $, обозначим через б перестановку на F, полученную из © 
посредством перенесения структуры. Показать, что существует биекция и 
множества Е на F и что отображение OF > и-'би является внешним 
автоморфизмом группы $; (если $ — транспозиция, то и—'5и имеет три 
орбиты по два элемента). 

L4 

7) Построить группу W с двумя подмножествами $ в Sg такими, 

что (W, 5) и (W, 5”) являются изоморфными системами Кокстера, Ho W 


не обладает внутренним автоморфизмом, переводящим $ в S’ (использо- 
вать упражнения 4 и 6). 


8) Построить группу W и два подмножества S и 5’ в W такие, что 
(У, 5) и (№, 5’) будут неизоморфными системами Кокстера, одна из 
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которых неприводима, а другая — нет (взять в качестве № диэдральную 
группу порядка 12, порожденную множеством {s, s’}, где зи $’ — элементы 
порядка 2 и ss’, и положить S == ($, $}, а S’ = {55')3, $,, s’ (ss’)*}). 


9) Пусть (№, $) — система Кокстера с матрицей (т ($, s’)) и W* — 
подгруппа в №, состоящая из элементов четной длины. Пусть $ & $. 
Положим gs == $550. Показать, что семейство (55); = $— {5} И COOTHOLIEHHA 
т ($, So) — —1\7 ($, s’) __ , BR 
55 =1 для т ($, 59) == <° и (88, ) =| ДлЯ 55 GS — {5%} 
и т ($, 5’) == co образуют задание (или. копредставление) группы WT. 


(Пусть т — группа, заданная описанной выше системой образующих и. 
определяющих соотношений. Показать, что существует автоморфизм € 


> — | 

группы Н* с квадратом, равным 1, который переводит g, в 5. для 
всех $ = $ — {so}. Определить взаимно обратные гомоморфизмы Ноа > W 
+ 
и Я —>Но, где Hyg — полупрямое произведение групп {l, —1} и Н’ отно- 
сительно а. Показать, что если элементы множества $ сопряжены (см. 
предложение 3), то №" является коммутантом группы W (заметить, что 
в этом случае элементы ©; будут коммутаторами). 


10) Пусть A, — знакопеременная группа степени п, состоящая из 
перестановок we, с сигнатурой 1. Показать, что Wy — коммутант 
группы Sy (использовать упражнения 4 и 9). Для любого целого i, 
1<i<n—2, положим и = $15} 4 | (в обозначениях упражнения 4). 


Показать, что семейство {и;} и соотношения ui = |, и? = | для #>2, 
(u,u,,,%> | для ISi<Sn—3n ии, =и,и; для 3<i+2<j<n—2 
образуют задание группы YW, (использовать упражнение 9). 

*11) Пусть (М, $) — система Кокстера. Пусть Г» — граф с множе- 
ством вершин $; две вершины $ и 5’ связаны ребром тогда и только 
тогда, когда т ($, $5’) # со. Пусть Sg — связные компоненты графа Г... 


Показать, что № можно отождествить со свободным произведением 
групп Ws . В частности, любой элемент w = W однозначно записывается 
a 


в виде произведения W, ... W,, ш, == 1, где Ш ЕЙ’; и ата, | 
aj 


для 1<i<h—I. Показать, что длина элемента W равна сумме длин 
элементов W;. + 


12) Пусть (W, $) — система Кокстера с четными т (5, 5’) для $52 $, 
и пусть À — подмножество в $5. Показать, что существует, причем только 
один, гомоморфизм fx группы W на Vy такой, что hy ($) = $ для se X 


H fx (s)=1 для s@S—X. Вывести отсюда, что № есть полупрямое 
произведение группы Wy и ядра гомоморфизма fy. Показать, что если 
X <YCS, то существует единственный гомоморфизм fy у группы Wy 
Ha Wy, для которого fy =f, yclp и что W отождествляется с под- 
группой проективной системы, составленной из Wy, когда X пробегает 
фильтрующееся множество конечных подмножеств в 5. 


Ч 13) Пусть (№, $) — система Кокстера. Для $, ES определим 
последовательность а ($, $’), руководствуясь правилами: 

(i) если ss” имеет бесконечный порядок, то а ($, $’) — пустая после- 
довательность; | 

(ii) если ss’ имеет бесконечный порядок M, то последовательность 
а (5$, 5’) имеет длину m и ее четные члены равны $5’, а нечетные Ss. | 
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Обозначим через а ($, 5’) произведение элементов последователь- 


ности а ($, 5’). 
а) Показать, что множество образующих $ и определяющие соотно- 
шения $5? = | иа ($, 5’) =а ($’, $) образуют задание группы №. 


6) Пусть 9 — целое число >|, 2g — множество последовательностей 
из 4 элементов в $, и пусть Rg — наиболее тонкое отношение эквива- 
лентности в Zy, при котором последовательности вида (А, а ($, 5’), В) и 
(A, a(s’, $), В) (где $, S ES, a Аи В — последовательности элементов 
из 5) эквивалентны. Пусть 2, — множество последовательностей $ = 
— (51, ..., Sg), таких, что lese ... 54а Имеет длину 4. Показать, что 
последовательности $, $ & ХУ" эквивалентны по модулю Ка в том и только 
том случае, когда w(s)=w(s’) (провести индукцию по 4 и применить. 
предложение 5 из п°5). 

в) Показать, что, для того чтобы последовательность $ & À, не принад- 
лежала I, необходимо и достаточно, чтобы $ была эквивалентна по 
модулю Rg последовательности с двумя равными рядом стоящими чле- 
нами. (Рассуждая по индукции относительно 4, сводим все к случаю 


последовательности (51› eas Sq); не принадлежащей Lip но такой, что. 
(Sj) +++» 5-1) 4 (Sor ++ Sq) принадлежат Tor Воспользовавшись упра- 


жнение 6).) | 


* 14) Пусть (№, $) — система Кокстера, (Г, f) — ее граф Кокстера, 
и пусть Ё — целое число >23, а а — ребро графа Г. Положим f, (а) = 
=} (а), если f(a) Æ со, и |, (а) =, если f(a) = со. Пусть (5) — 
система Кокстера, определяемая графом Кокстера (Г, f,) (гл. V, $ 4, n°3, 
следствие предложения 4). Показать, что существует единственный 
гомоморфизм @, группы W на W,, индуцирующий тождественное OTO- 


бражение на $. Показать, что если № делит К’, то существует един- 
ственный гомоморфизм Ф, g группы Wy Ha W, для которого p, = 


= Фр, & © Pp Показать, что гомоморфизм (Pz) группы W в проективный 


предел групп Wr является инъективным (использовать упражнение 13, 
в)), но, вообще говоря, не сюръективным (как, например, в случае бес- 
конечной диэдральной группы). » 


15) ') Пусть А — множество и © — подмножество в % (А). Элементы 
из © называются камерами множества А, а подмножество Ё камеры С 
называется ячейкой. Коразмерность ячейки F в С есть мощность допол- 
нения С —Р. Ячейка F называется перегородкой камеры С, если F 
имеет в С коразмерность 1. Две камеры С и С’ называются смежными, 
если они имеют общую перегородку F. Галереей длины п называется 
последовательность Г == (Co, C1, ..., Cn) из n + | камер, такая, что С; 
и Cij+; смежны для 0 < in — 1. Камеры Со и Ch называются концами 
галереи Г. Галерея Г называется инзективной, если С: == Cj+; для 
0<issn— |; она называется минимальной, если нет галереи меньшей 
длины с теми же концами. 


1) Упражнения с 15 по 24 в этом параграфе, а также с 3 по 17 
в $2, большей частью нигде не опубликованные, были сообщены нам 
IK. Титсом. 
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Множество А (снабженное ©) называется ансамблем !), если каждый 
элемент из А принадлежит какой-нибудь камере и если любые две ка- 
меры являются концами некоторой галереи. Расстоянием между двумя 
камерами С и С’ называется длина d(C, С”) минимальной галереи с кон- 
цами С и С". | 

Секцией ансамбля А называется подмножество DC À, такое, что 
если D снабдить системой © |} (D), то получится ансамбль. 

а) Показать, что в ансамбле А любая ячейка имеет одну и ту же 
коразмерность во всех камерах, в которых она содержится. Это дает 
возможность говорить о коразмерности ячейки или перегородки в А без 
указания частной камеры. Морфизмом ансамбля В в А называется ото- 
бражение fi В > À, такое, что сужение f на любую камеру С ансамбля В 
есть биекция С на камеру f(C) ансамбля А. Показать, что образом 
ячейки ансамбля В при отображении f является ячейка ансамбля А 
той же коразмерности. 

6) Ансамбль называется апартаментом (или плоским ансамблем), если 
каждая его перегородка содержится точно в двух камерах. Показать, 
что любой автоморфизм апартамента А (т. е. любая перестановка множе- 
ства À, сохраняющая ©), оставляющий неподвижными все точки какой- 
нибудь камеры, тождествен. Более общо, пусть ф — эндоморфизм мно- 
жества А и С — камера в A, такая, что ф(а) =а для всех aeC. 
Пусть (С, Ci, ..., Cn) — галерея в А. Показать, что либо галерея 
(С, (C1), ..., P(Cn)) не инъективна, либо ф(а)=а для любой точки а 


из объединения всех C;. | 


16) Пусть (W, $) — система Кокстера. Для любого элемента $ = $ 


обозначим через wis) подгруппу Ws —{s) группы W, через À — множе- 


ство подмножеств группы W вида ш\ (5), где и = и $ = 5, и через 


€ — множество подмножеств в А вида Cy = {ww!S) se $}, we У, кото- 
рые будут называться камерами в А (упражнение 15). 

а) Показать, что wt+-> Си есть биекция множества W на ©. 

6) Показать, что для того чтобы две различные камеры С, и C,, 


были смежными, необходимо и достаточно, чтобы существовал элемент 
seS, для которого w’ = ws. Вывести отсюда, что А (со структурой €) 
является апартаментом (упражнение 15), называемым апартаментом си- 
стемы (№, 5). Показать, что длина минимальной галереи с концами Cy 
и С, равна I, (w—'w’). 

в) Пусть % — множество ячеек ансамбля Аи FE. Показать, что 
существуют однозначно определенное множество X в $ и элемент w =, 


такие, что “Их = Г i. Говорят тогда, что Р — ячейка типа Х. Пока- 
ЕР 
зать, что коразмерность ячейки F равна мощности множества À. Пока- 
зать, что отображение |; Ен N есть строго убывающая (по включе- 
ТЕР 
нию) биекция 75 на множество подмножеств BW вида WW, для + М 
и Ха $. Показать; что для любого множества У, такого, что X CY CS, 
каждая ячейка типа Х содержит ячейку типа У, и притом только одну. 


1) Имеется в виду архитектурный ансамбль (система зданий или 
дом — immeuble), что находится в соответствии с наглядно геометри- 
ческой терминологией, принятой в упражнениях этой книги. Иногда 
ансамбль, ассоциированный с парой (С, В), где В — подгруппа Титса в G 
(см. упражнения к $ 2), называется также основой соответствующей 
системы Титса. — Прим. ред. 
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г) Группа W действует на А посредством левых переносов. Пусть 
С =C,. Показать, что W действует на © просто транзитивно !). Пусть 


ike 7 С, — камеры в А. Установить эквивалентность следующих 
условий: 

(1) последовательность Г = (С. =С, C,,..., Cn) является инъектив- 
ной галереей; 

(ii) существует последовательность $ == (51,..., Sn) элементов из $, 


такая, что C;=t;(C;-ı) для |<] п, где Ё; — элементы последова- 


тельности Ф ($), определенные формулой (11) в п°4. | 
Показать, что если эти условия выполнены, то последовательность $ 


единственна и Си=$,: ... Sn (С). Показать, что галерея Г минимальна 
в том и только том случае, когда последовательность $ (Г) = $ есть прн- 
веденное разложение элемента W = $5; ... Sn 


д) Пусть Т — объединение множеств, сопряженных с $. Для fer 
обозначим через Ly и назовем стенкой, определенной элементом #2, MHO- 
жество точек из A, инвариантных относительно ¢t. Показать, что Ly есть 
объединение перегородок и что необходимое и достаточное условие при- 
надлежности перегородки F стенке L; заключается в том, что j (F) имеет 
ВИД oW |}, где = wsw—!. Вывести отсюда, что для любой перего- 


родки F существует, и притом единственный, элемент { = (А) ET такой, 

что F CL}. При этом L; называется носителем перегородки F. 
Показать, что если w(L))=L; (для we W), то w=—1 или w = 
e) Для м’, w” ©W положим C’—w’(C), С” = и” (С). Пусть Г = 


—= (С. = С”, Cy, ..., С, = С”) — инъективная галерея с концами С” и С”. 
Пусть t7 — элемент из 7, определяющий стенку, — носитель перегородки 
СПС; 1<j<n. Показать, что последовательность (Г) = 


== (ма) cie совпадает с последовательностью Ф ($ (w’'(T))). 
Для ET обозначим символом п (Г, Ё) число вхождений элемента 


tw в Ч (Г). Вывести из леммы 1, n°4, что число (— 1)” (Г, зависит 
a or & a С”, a ne or T, Обозначим его через \ (С”, С”, t). Пока- 
зать, что соотношение n (С”, С”, #] =1 определяет отношение эквива- 
лентности между С’и С” и что соответствующие классы эквивалент- 


ности переставляются элементом f. Обозначим через &* (f) тот из этих 
двух классов, который содержит С, а через © (f) — другой. 


Показать, что для Ш Е и $ == $ камера w (С) принадлежит GT (5) 
в том и только том случае, когда /(sw)>/!(w). 


é) Пусть Ат (t) (соотв. AT (t)) — объединение камер, принадлежа- 
ших ET (Е) (соотв. ET (№) (для te Т). Показать, что At (t)Q A” (f)=L4. 
(Для доказательства включения А* (t)(}A~ (ft) CL; сведем все к слу- 


чаю, когда (ES. При ae ры (1) ПА” (ft) положим a=wW cseSu 
с (@, $ — {$} )-приведенным элементом w (упражнение 3). Если w (C) = 


= © (t), то l({w)<I(w),u ш=15 ... Sy Где 5$, = 5, так что I(w) = 


a" * 


=g+. Поскольку ae À  (f), существует элемент x & W'S) такой, что 
шх (С) = er (t). Имеем тогда 


Иво = Ких) = 1 + 1 (w) +1 (x). 


1) Пусть Н — группа, действующая Ha непустом множестве Е. Дей 
ствие Н называется просто транзитивным на Е, если при любом xGE 
отображение A+ h.x есть биекция A на Е. Множество Е называется 
еще главным однородным множеством для Н. 
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Ho twx=s, ... SgX, что приводит к противоречию. Таким образом, 
w (С) = Gt (t) и 1 (1%) =1+1(%). Если x — элемент из №), для кото- 
poro l (fwx) <!(wx), то при помощи упражнения | выводим, что fwx—wx", 
где x’ = WS). Отсюда ta=a u aE ..) | 


Подмножества A” (t) и А (t) называются половинами множества À, 
определенными стенкой. [;. Мы скажем, что две точки множества A 
лежат по одну сторону (соотв. строго по разные стороны) от L;, если 
они обе принадлежат одной из этих половин (соотв. не принадлежат 
обе ни одной из них). Каждая ячейка лежит в одной из половин, опре- 
деленных стенкой L;. Если две ячейки содержатся в разных половинах, 
то мы скажем, что они лежат по разные стороны OT L; или что стенка Lp 
их разделяет. 

x) Пусть w & W. Показать, что / (№) равно числу стенок, разделяю- 
щих камеры С и № (С). 


3) Показать, что отображение ф, которое половине А” (#) (соотв. 


AT (t)) сопоставляет пару (1, #) (соотв. (—1, #)), есть биекция множе- 
ства M половин множества А на множество А == {1, —1} XT (ср. n°4). 
Заимствуя понятия леммы | из п°4, показать, что ф (w (М)) = Из (gp (М)}, 
каковы бы ни были we Wu Me. 


17) Сохраним обозначения упражнения 16 и предположим, что 
группа W конечна. Пусть 9 — множество стенок в A. Каждой стенке 


H = сопоставим половину Н*, определенную Н и содержащую ка- 
меру С. Показать, что элементы из ® можно пронумеровать так, что 


отображение j > N Hr будет строго убывающим на интервале 
i< j 

11, Сага (6)). (Рассмотрим семейство 75 пересечений множеств Н*, упо- 

рядоченных по включению, и строго убывающую последовательность 

(Fo, ..., Ро) максимальной длины элементов из %. Для любого HEH 


существует { такое, что Н* = Е; при ji un НЕ; -,. Показать, что 
Fi=H*NFi-1) 


18) Пусть À — апартамент (упражнение 15). Перегибом апартамента А 
назовем такой его эндоморфизм л, что л?=л и каждая камера в À 
является образом при л либо 0, либо 2 камер. 

а) Пусть л — перегиб апартамента А и С — камера в А такая, что 
л(С) = С. Для любой смежной с С камеры С” мы имеем либо x (C’) = С”, 
либо n(C)=C. Если а С, то л (а) =а. Пусть (С. =С, Cy, ..., Cn) — 
галерея. Показать, что либо л(С;) = С; для всех i, либо (Co, (Ch), ... 
.., Л (Cn)) неминимальна (и имеются две одинаковые последовательные 
камеры). Получить отсюда, что минимальная галерея с концами, инва- 
риантными относительно л, сама инвариантна относительно л. Если 
(С = Co, С,,..., Cn) — минимальная галерея и n(Ch) == Си, то сущест- 
вует такой индекс i, 0<i<n,uro л (C;)=C; при 0< ] < ил(С) AC; 
при (<7< и. 

6) Пусть С, С. — две различные смежные камеры и л, л — два 
перегиба апартамента А. Предположим, что л (С) = С; un (C)=C. 
Пусть С — камера. Рассмотрим три следующих условия: 


(1) л (С) = С; 
(2) d(C, С) <а (С, C2) 
(3) п’ (С) AC. 


Показать, что (1) = (2) = (3), и получить отсюда, что эти три условия 
эквивалентны. Показать, что х (соотв. I) — единственный перегиб мно- 
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жества A, переводящий Co (соотв. Ci) B С: (соотв. C2). (Пусть усло- 
вие (2) выполнено, и пусть (С, Cor С = C)— минимальная галерея. 


/ 7 ГА LA 
Показать, что A (C;41) — единственная камера, отличная от л (c) и 


‹одержащая перегородку T° (СПб). Показать, что x (®) ил’ (GC) 
образуют разбиение множества © камер в Аи что л (а) =л”(а) =а для 
всех аел(А)Пл’(А). Показать, что отображение А в себя, совпадаю- 
шее с л’ на л (А) исл Ha л’(А), является инволютивным автоморфиз- 
мом множества А. Он называется отражением относительно перегородки 
С. ПС.. Показать, что это — единственный нетривиальный автоморфизм 
множества A, оставляющий неподвижным все точки С, ПС. (использо- 
вать упражнение 5, 6)). 

в) Пусть А — апартамент, ассоциированный с системой Кокстера 
{W, 5). Вернемся к обозначениям упражнения 16. Пусть С: и С. — две 
смежные камеры и { — такой элемент из Г, что стенка L} является носи- 
телем перегородки С, ПС.. Пусть М) — половина À, определенная L; и 
содержащая С; (для j =1, 2). Показать, что отображение x, определен- 
ное равенством x (а) =a, если а = МЕ, и л (а) ={(а), если а & M, есть 
перегиб апартамента A, для которого x (C2) = Ст, и что отражение отно- 
сительно перегородки C,{1C2 есть отображение at—> f (a). 


19) Пусть А — апартамент. Предположим, что лля произвольных раз- 
личных смежных Kamep С, и С. существует перегиб (упражнение 18) 
множества À, переводящий C1 в Co. 

Пусть’С — камера в Аи (С;); 2; — семейство камер, смежных с С 


и отличных от С. Обозначим через $, отражение относительно перего- 


родки СПС; (упражнение 18, 6)). Положим S = {5; |i = 1} и обозначим 
через W: группу ‘автоморфизмов апартамента A, порожденную элемен- 
TaMH Sj. 

a) Показать, что для любой камеры С” найдется такой элемент weW, 
что С’= (С) (провести индукцию по длине d(C, C’)). 

6) Показать, что (№, $) является системой Кокстера. (Для [=[ 


положить 
| P, = {= |ш (С) сл; (A)}, 
1 


где л; — перегиб, переводящий С, в С, и показать, что условия предло- 


жения 6 выполнены. Для доказательства выполнимости условия (C’) сле- 
дует заметить, что если WEP, и ws,&P,, TO 
1 1 


w (СП ws, (i= ñ; (А) П5;л; (A). 


Так как камеры w(C) и ws;(C) — смежные, TO мы получаем отсюда, 
что $; = ws;w—! (упражнение 18, 6).) 
в) Пусть Рр— ячейка камеры С. Показать, что стабилизатор И, 


ячейки FB W порождается элементами $; = $, для которых FÜCNC,. 
{Пусть = Ир с 1$ (и) > 1, и пусть i € Г таково, что w == sw с l(w')= 


=1(w)—1. В силу предложения 6 имеем we Po» откуда w(C)c 
sn, (А), Fen,(ANsn, Aus,e У ,-) В частности, и (С) =C тогда 


и только тогда, когда w= 1. 
г) Показать, что ‚отображение ан—> Wray является H30MOPŸH3MOM 


апартамента A на апартамент, ассоциированный с (W, 5) (упражнение 16), 
и что этот изоморфизм совместим с действием группы W. 


20) Пусть . À — ансамбль и $ — множество. Мы скажем, что А про. 
нумерован множеством $, если задано отображение { множества А в 5. 
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такое, что для любой камеры С ансамбля А сужение f на С есть биек- 
ция камеры С на S. Если F — ячейка в À, то f(F) называется ее типом. 
Пусть А — пронумерованный ансамбль. Эндоморфизм @ ансамбля А на- 
зывается допустимым, если а и @(a) имеют один и тот же тип при 
всех = À „= | 

а) Пусть ф — эндоморфизм ансамбля А. Показать, что если в А есть. 
камера С, такая, что а и (a) имеют одинаковый тип при всех а= С, 
то ф— допустимый эндоморфизм. Показать, что если А — апартамент и 
дл — его перегиб (упражнение 18), то x — допустимый эндоморфизм. 

6) Подмножество DCA называется выпуклым, если для любого 
a = À — D существует допустимый эндоморфизм ф ансамбля SL, такой, что 
ф (х) =х при всех xe D и g(a) =- а. Показать, что пересечение вы- 
пуклых подмножеств всегда выпукло и что для любого подмножества 
Ро А существует наименьшее выпуклое множество, его содержащее. 
Это выпуклое множество называется выпуклой оболочкой множества D 
и обозначается символом Г (2). 


21) Пусть (№, $) — система Кокстера и А — ассоциированный с ней 
апартамент (см. упражнение 16, обозначений которого мы придержи- 
ваемся). 

а) Показать, что существует, и притом единственная, нумерация 
(называемая канонической) множества À, для которой тип ячейки F со- 
впадает с типом, определенным в упражнении 16, в). Мы будем всегда 
рассматривать А с этой нумерацией. 

6) Показать, что допустимыми автоморфизмами апартамента А 
являются действия элементов группы W. 

в) Пусть D — подмножество в À, содержащее хотя бы одну камеру. 
Установить эквивалентность следующих условий: 

(1) D есть пересечение половин множества А (упражнение 16, &)), 
содержащих D; 

(ii) D выпукло; 

(iii) каковы бы ни были ячейки F, и Fo, содержащиеся в D, вы- 
пуклая оболочка множества Fı UF, содержится в D; 

(iv) каковы бы ни были камера С; и ячейка F, содержащиеся в D, 


и какова бы ни была галерея (C1, ..., Си), обладающая наименьшей воз- 
можной длиной и такая, что FE Cy, имеют место включения С; < р, 
Isisn. 


_ (Для доказательства импликации (111) = (iv) использовать упражне- 
ние 15, 6).) При доказательстве импликации (iv) => (i) провести рассу- 
ждение от противного. Пусть D’ — пересечение половин апартамента A, 
содержащих D. Пусть a = D’— D, Co — камера в D u (Co, Cy, ..., Cn) — 
галерея наименьшей длины, для которой a & Cy. Тогда С; < D’ для всех j. 


Ноказать, что существует такое целое число |, 0%] < и, что C; CD u 
C;+ı РБ. Пусть М (соотв. М’) — половина À, определенная стенкой — 
носителем перегородки С;ПС1у+, и содержащая С; (соотв. Су+!). По- 


казать, что DZ М. Пусть b= РП(А-— М) и T=(C, RER Ch) — гале- 
рея минимальной возможной длины, для которой b = Е Тогда в. Е 


7 
| < Е=<р, и Ci < М. Пусть л — перегиб апартамента А с образом M 
(упражнение 18, в)). Тогда x (С]) = Сучь, и галерея л (Г) неинъективна 
7 / 

(упражнение 18, а)). Если F” = (Су, с. ER РР бы) — галерея, кото- 
рая получается из л(Г) удалением одной из двух последовательных 

; „7 и / 
одинаковых камер, то галерея (GC; C 41 Cos ++. Co C;) будет уже 
минимальной, согласно определению галереи Г. Из условия (iv) вытекает 
тогда, что Cj+, = D. Противоречие.) о 
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22) Сохраним обозначения упражнений 16 и 21. 
а) Пусть [ЕТ и weW. Показать, что камеры С и w (С) разделены. 
стенкой [, в том и только том случае, когда / (tw) < l (w) (воспользо-- 


ваться перегибом на половину At (t)). | 
6} Пусть г, = W. Установить эквивалентность следующих условий:: 
(i) {(wwo) =1 (wo) — [(w) для всех WE VW; 

(ii) Z(two) <1 (Wo) для всех Ёе Т; 

(iii) каков бы ни был элемент tf = T, камеры С и wo (С) разделяются: 
стенкой Li. 

Для доказательства импликации (iii)=>(i) воспользоваться упраж-- 
нением 16, ж)). 

Показать, что элемент Wp с описанными свойствами определен одно-. 
значно и существует в том и только том случае, когда группа W конечна.. 
Тогда им является элемент наибольшей длины в №, характеризуемый 
тем, что 

(iv) L(swo) < L(wo) для всех SES. 

Кроме того, w= 1, 4050 = S и 1 (wo) = Сага (Т). 

в) Пусть группа W конечна. Показать, что для любой камеры Co. 
существует, и притом единственная, камера — Co, такая, что CoU(— Co) 
не содержится целиком ни в какой половине апартамента А. Показать, 
что существует единственный инволютивный автоморфизм (не обязательно. 
допустимый) @, такой, что ф(Со) = — Co для любой камеры Су и 
ф([) =[ для любой стенки L из А. Для ае À положим ф (а) = — а. 
Если F — ячейка то — F=g(F) называется противоположной к ней 
ячейкой. 

г) Пусть С, — камеры в А и Е— ее перегородка. Показать, что» 


выпуклой оболочкой CoU(— F) является половина апартамента À, опре- 
деленная стенкой L с носителем F и содержащая Со. 


23) Снова используем обозначения упражнения 16. Пусть Aut (А) — 
группа автоморфизмов апартамента А. Показать, что автоморфизм‘ 
фе Aut(A) переставляет стенки апартамента А и что фю-! ЕТ для 
всех {ET (воспользоваться упражнением 16). Получить отсюда, что № 
(отождествленная с подгруппой в Aut(A)) является нормальной подгруп- 
пой и что Aut (A) — полупрямое произведение подгруппы Е автомор-- 
физмов, сохраняющих камеру С, на W. Доказать, что действие Aut (A) 
на У определяет изоморфизм группы E на группу автоморфизмов си- 
стемы Кокстера (№, $) или, что то же самое, графа Кокстера системы: 
(W, $) (см. также упражнение 19). 


24) Мы назовем структурным ансамблем ансамбль I с системой A 
секций, удовлетворяющей следующим условиям: 

(СА 1) Секции AEX являются апартаментами. 

(СА 2) Две камеры в / содержатся по крайней мере в одном из: 
апартаментов системы N. 
° (CA 3) Каковы бы ни были A, Ap € À, такие, что пересечение A, 1 Az 
содержит камеру, существует изоморфизм A, на À», оставляющий He- 
подвижными точки из А, [| Ао. 

Пусть (Г, À) — структурный ансамбль. Элементы системы % назы- 
ваются апартаментами пары (1, À) или просто ансамбля Г. 

а) Показать, что апартаменты ансамбля / попарно изоморфны. Пусть. 
С — камера в / u À — апартамент ансамбля J, содержащий С. Показать, 
что существует, и только один, эндоморфизм рф ансамбля Г (называемый 
ретракцией I на А с центром С), такой, что р (а)=а для всех AGA 
и для всякого апартамента A’, содержащего С, сужение p Ha A’ есть. 
изоморфизм A’ на А. (Используя условие (СА 2) и упражнение 15, 6), 
отметить то обстоятельство, что для любого апартамента A’, содержа- 
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щего С, существует единственный изоморфизм Py, оставляющий непо- 


движными все точки камеры С.) Показать, что р? =p и 0! (С) = С. 

6) Пусть А — апартамент в Г, Co — камера и F — ячейка, содержа- 
щаяся в А. Пусть (Co, Cy, ..., Сп) — галерея наименьшей возможной 
длины, такая, что FE Си. Показать, что C; CA для I<i<n (рассу- 
ждение от противного: если Сс Аи С;+, GA, рассмотреть ретракцию 
‚ансамбля / на À, центром которой является камера в А, отличная от С; 
и содержащая С; C;+}). 

в) Пусть А — апартамент в /, С — камера в A, F — перегородка 
в С, C’ — какая-то другая камера в Ги Г=(Су,..., Ch == С’) — галерея 
наименьшей возможной длины и такая, что F € Co. Показать, что ретрак- 
ция р ансамбля J на А с центром в С переводит Г в галерею 


(Cy... Ch =p(C’)), - 


| 2 LA 7 
такую, что длина ее минимальна и FC, (рассмотреть апартамент À, 


содержащий С” и F, и использовать 6) и тот факт, что сужение p на A’ 
является изоморфизмом). | 

г) Пусть А — апартамент, С, и Cp — две различные смежные камеры, 
содержащиеся в А, С” — камера, содержащая С, ПС. и отличная от С, 


и Co, А; — апартамент, содержащий С; и С” (для i=1, 2). Пусть P; 


(соотв. Ÿ;) — ретракция Г на À (соотв. Ai) с центром С; (соотв. С’), и 
пусть р; — сужение @,°%, на А. Пусть С — камера в А. Показать, что 


если 
d(C, Ci)<d(C, Co), 


‘TO p,(a)— a для всех aGC un d(C, C,)<d(C, С.) (рассмотреть мини- 
мальную галерею Г с концами С и С, и применить в) для доказатель- 
ства минимальности р, (Г); использовать затем упражнение 15, 6)). По- 
казать, что если d(C, Co) < d(C, Ci) то р, (С) AC u py (C) =p, (С) 
{взять минимальную галерею Г с концами С и С. и использовать в) для 
доказательства того, что ©, (Г) — галерея минимальной возможной длины 
и такая, что одним ее концом служит ф, (С), а другим — камера, содер- 
жащая С, Ca; вывести отсюда, что 4 (Ci, р, (С1)) < d (Co, о! (Cıh))). 
Показать, что р; — перегиб (упражнение 19) апартамента А (показать, 


что A=p,(A)Up,; (А), и определить инволютивный автоморфизм в апар- 
TameHTa A, положив © (А) => (а) при aep, (А) и o(a)— 9, (a) при 
ae 02(4А); показать, что если С — камера, содержащаяся в 0, (A), то 
$1 (С) = {С, в» (С). | 

д) Пусть / — пространственный (или вместительный) структурный ан- 
-самбль, т. €. такой ансамбль, что любая перегородка содержится по крайней 
мере в трех камерах. Показать, что существует, и с точностью до изомор- 
физма только одна, система Кокстера (№, $) такая, что апартаменты в / 
изоморфны апартаменту Ау, ассоциированному с системой (У, $) (исполь- 
звать г) и упражнение 19). Пусть А — апартамент в Ги @ — изомор- 
физм A, на А. Показать, что существует однозначно определенная 
нумерация ансамбля / со ‘значениями в $, такая, что типы a и (a) 
совпадают для всех a € Ау (выбрать камеру С в А и показать, исполь- 
зуя 6), что если А’и А” — два апартамента в /, содержащие С, то ну- 
мерации А’и A”, продолжающие нумеранию на С, совпадают на A’ 1] A”). 

Мы скажем, что система Кокстера (М, $) и нумерация, полученные 
таким образом, приспособлены к | 

Показать, что введенные в а) ретракции являются допустимыми 
эндоморфизмами. Показать, что подмножество в [, содержащееся 
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в апартаменте А ансамбля /, является выпуклым в / тогда и только тогда, 
когда оно выпукло в А (упражнение 20). 


е) В обозначениях д) пусть $ — множество допустимых изоморфиз- 
мов Ap на различные апартаменты из /. Показать, что если 9, HCY 
С — камера, а F — ячейка из /, а вы B @ (Ao) ПФ (Ao), то суще- 


ствует элемент we W, для которого yp 1(С) =wq (С) и ф_ (Е) = 
= wo! (F) (рассмотреть изоморфизм A апартамента ф (Ao) Ha % (Ао), оста- 
вляющий неподвижными Li в Ф(А) Пт (4%), и применить упражне- 


ние 21, 6) к изоморфизму Ÿ loop ‚апартамента Ao). 

25) Пусть [— множество и Ÿ — множество конечных подмножеств. 
в /. Для любого A & À положим € (A) = (— 1) Сага (А). Пусть С — ком- 
мутативная группа, записываемая аддитивно, а ф и tp — два отображе- 
ния У в С. Показать, что следующие два свойства эквивалентны: 


(1) $(4) = У p(B) для любого À € §; 
BC A 
(ii) p (A) = > e(A—B)g(B) для любого AE &. 
i BcA 


26) Пусть (W, $) — система М с конечным множеством $. 
Для любого подмножества H группы № обозначим через H(t) формаль- 
ный ряд с целыми коэффициентами 


H(t)= > 40) 
we H 


a) Пусть Card $ = 2. Показать, что в этом случае 


нь +} 


‚ если У имеет конечный порядок 2m; 


1-Е 


Е = 


- если W бесконечна. 


6) Предположим, что группа W конечна. Пусть Wy — элемент наи- 
большей длины в № (упражнение 22)  m—1 (wo). Показать, что тогда 


W (t) =t™w (471) 


eae oma упражнением 22). 
в) Пусть X — подмножество в 5. Обозначим через Ay множество. 


(X, (2)-приведенных элементов в W (упражнение 3) и через Wy под- 


группу в W, порожденную множеством Х. Мы знаем (упражнение 3), 
что элемент w = W принадлежит А х В том и только том случае, когда, 


Ixw)=l(w)+ 1 для всех xe X, что любой элемент WE W однозначно запи- © 
сывается в виде W = ишсие W x ve Ay и что тогда (ue) == 1 (и) + Io). 


Вывести отсюда формулу 
М (1 = Wy (0. Ay (t). 


г) Сохраним предыдущие обозначения и обозначим через By множе- 


ство WE À,, таких, что /(sw)=!(w) —1 для любого se $ — X. Пока- 
зать, что 


Ах (1) = У By(). 


Аст $ 
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Получить отсюда, что 


Вх (j= > e(Y —X)Ay(t), где г (2) = (—1)Card (2) 
AGYCS | 


{использовать упражнение 25). 
x) Предположим, что группа W конечна, и определим т и Wo, как 
в 6). Показать, что Вр = {wo} и что 


т __ (2) 
es > OM) W, (1) 


res 


{использовать в) и г)). 
e) Пусть  бесконечна. Показать, что В = (0) и что 


res 


&) Показать, что формальный ряд W(t) является рациональной 
функцией от # (использовать €) и провести индукцию по Сага (S)). Пока- 
зать, что эта рациональная функция обращается в нуль только при Ё, 


являющихся Корнями из единицы; показать, что — целое число. 


1 
W (co) 
Показать, что =. = Z{{é]|. 


wi) 
§ 2. 


1) Пусть G — группа, В и М — две подгруппы BG и $ — подмноже- 
<тво в Й = N/(BNN). Для любого w = W положим С (w) = BwB. Пред- 
положим, что выполнены условия (Tl) и (T2) определения I n° I, что 
при любых SE $ и и = W справедливо по крайней мере одно из двух 
соотношений С ($).С (&) =С (5%) или C(s).C(sw)—C(w) и что 
в ВОС ($) является подгруппой группы С при всех $ == $. Показать, что 
тогда выполнено условие (T3). Если, кроме того, индекс подгруппы В 
в ВОС (5$) будет >3, то (С, В, М, $) — система Титса. 


2) Пусть G — группа, В и N — две подгруппы в С и $ — подмноже- 
ство в W—N/(BNN). Пусть 2 — нормальная подгруппа группы С, со- 
держащаяся в В. Пусть В’и N° — канонические образы В и N BG’ = GIZ. 
Показать. что каноническое отображение № на М№ определяет изомор- 
u3M W на №’ = М№М/(В’П МЮ). Пусть $’ — образ множества $ при этом 
изоморфизме. Показать, что (G’, В’, №, $5’) будет системой Титса тогда и 
только тогда, когда (С, В, М, $) — система Титса. 


3) Пусть G — группа, В — подгруппа в С и (C(w)),, = y — семейство 
двойных смежных классов G по В. Говорят, что В — подгруппа Титса 
группы G, если существует подмножество $ < №, такое, что выполнены 
следующие условия: 

(1) объединение классов С ($), $ © $, порождает С; 

(2) при всяком $ = $ множество BUC ($) является подгруппой в G 
и индекс подгруппы В в ВИС ($) не меньше 3; 


(3) для любого $ = S и любого w = существует элемент w = Ws 
такой, что С ($): С (и) CC (w)UC (w’). 

Впредь будет предполагаться, что В — подгруппа Титса группы G и 
.S — подмножество в W, удовлетворяющее условиям (1)—(3). 


а) Показать, что С (s)~! =C(s) и что C(s).C(s)=BUC(s) для 
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всех se S. Показать, что для любого s@S и любого we W суще- 
ствует элемент w” = W, такой, что С (w).C (5) CC (в) UC (w”). 

6) Назовем длиной элемента w & W u обозначим через /(w) нижнюю. 
границу целых чисел m0, таких, что существует последовательность. 
51, ..., So & S, для которой С (и) CC ($1)...С (sn). Показать, что !(w) 
конечна для любого we W. 

Пусть u,veW, l(u)<l(v), и пусть seS. Показать, что если 
Сс. С@) о СОС. Е vo =. C Cs) 
(соотв. С (9) =С ($).С (и)). (Провести индукцию по длине элемента и. 
Если С (и) # С (и).С ($), то С (и).С ($) = С (u) UC (9). Используя пред- 
положение индукции, показать, что существуют (ES и we У, такие, 


Eu C(u=C().C(w) с !(w)=[!(u) — 1. 
Из соотношений С (5) CC (u).C(s)=C(t).C(w).C(s) и C(t).C (w) = 
=( (и) AC (v) вывести существование элемента w == W, для которого. 
С (и) <С(ш).С ($) и C(v)aC(t).C(w’), так что 1(в’) S1(v) — 1 > 
> l(u)— 1 —1(w). Предположение индукции дает тогда 
С (ш') =6().С Le): 
Кроме того, 
с.ш... Е Ш. С.Е ee 
—С (t).C (w).C ($) 0С (w) .C ($) =C (и).С ($) UC (w’) = 

= C (и) ИС (5) UC (w'), 

а также 
С (1).С (и).С (5$) =C (t).(C (uJ UC (v)) DC (1.С@.С (w) CC (м), 


что приводит к противоречию, поскольку W Æ и, V, и.) 

в) Показать, что для любого wEW и любого SE $ существуег 
один и только один элемент, обозначаемый через $. (соотв. w * $), 
отличный от W и такой, что | 


C(s.w)ZC(s).C(w) CC (w) UC (s. w) 
(соотв. С (w*s)C C (w).C ($) = C(w)UC (w»s)). (Показать индукцией 
по /(w), что С (s).C (w) => С (&). Для этого записать 
Giw)—C (a). C0, 
где t@S, ие М и I(w)—l(u) +1. Если C(s).C (w) =С (м), то 
C(s) .C 6 =бС).С И, 
и, умножая это равенство справа на С (1), сделать заключение С (и) UC (w)— 


—С ($).С (и) ОС (“). Так как по предположению индукции С (и) == 
= С ($).С (и), то в соответствии с 6) | 


С ($).С (и) =C (w), 


сес). Is). Lt (wo) = C(s).C (м —C le), 


а это невозможно.) 

г) Пусть se 5. Показать, что отображение ps: шн-> $. (соотв. 
95: => ws) является перестановкой на Ш. и что р = Ta (соотв. 
4. =14). Показать, что при $, [Е $ будет р.°4,=9,°р.. (Исследовать. 
произведение С (5).С (№).С (Г) с шей и показать, что (5.№)*Ё = 
Ee {w,s.w,wet, s {(w +t)}; показать, что (5. w) +» { Æ {$.щ, w + {} и что если 
(s.w)»!=w, то $. Ш =шзЁи w=s.(wt).) 

д) Показать, что порожденная элементами Ps (соотв. gs), SES, 
группа перестановок Р (соотв. @) действует просто транзитивно на W. 


о:куда 
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{Для доказательства транзитивности Р использовать условие (2) и pac- 
‹уждать, как в лемме | из n°1. Для доказательства однократной тран- 
зитивности использовать г).) Вывести отсюда, что на W существует 


однозначно определенная структура группы, такая, что отображение 
un (где e — элемент из №, для которого B=C(e)) есть изомор- 


Физм Р на №). Отображение qt >q(e) тогда тоже изоморфизм. ae 
ЭТОМ S.W=Wts=sw для всех seS и всех weW, a С (и)! = 
= С (и—!). 


е) Показать, что пара (W, $) является системой Кокстера, и обоб- 
тцить результаты n° 4. | 
é) Пусть À — подмножество в $ и Ух — подгруппа в №, порожден- 


‘ная множеством À. Показать, что множество Gy — объединение клас- 
сов С (w) для we Vy, — есть подгруппа в С и что еще справедлива 


теорема 3 из n°5. Показать, что В является подгруппой Титса группы G,. 


Обобщить предложения 2 и 3 из n°5, определение 2, предложение 4 
и теорему 4 из n°6. Показать, что S совпадает с множеством элемен- 
тов ше, таких, что ВИС (&) есть подгруппа в С, отличная от В. 
"Система Кокстера (№, S) и группа W (которая называется группой Вейля 
пары (С, В)) зависят, следовательно, только от пары (С, В). 

x) Пусть N — подгруппа в С, такая, что В] М нормальна в М и что 
всякий двойной смежный класс С (w) относительно В пересекается с N 
по смежному классу относительно В [Г] М. Показать, что группа N/(BNN) 
отождествляется с W и что (С, В, М, $) является системой Титса. 

4) Пусть (С, В, М, S) и (G’, В’, N’, 5’) — две системы Титса с @=@” 
В = В’ u группами Вейля W и W’. Пусть j — биекция W на №”, опреде- 
ленная соотношением 


ВоВ = Bj(w) В. 
Показать, что | является изоморфизмом группы W на №” и что ]($)=5°. 


5) Пусть Х = (С, В, N, $) — система Титса. Положим T=BNN 
и обозначим через N _нормализатор группы ie 


a) Пусть bebnNN. Показать, что bnb~'n-! Е BON при всех пеЕМ 
{положить bn == п’Ь и использовать теорему 1) и что $ принадлежит пе- 


ресечению Т сопряженных подгрупп nBn”! для пеМ. Показать, что 
ГМ =Т. 


Система Х называется насыщенной, когда T=T. 

6) Положим N=N.T. Показать, что М — подгруппа в С, содер- 
‘жащая Тв качестве. нормальной подгруппы, и что № ПВ = Fr. Показать, 
что вложение М в М определяет изоморфизм j группы Вейля W системы > 
на N/T ; 

в) Показать, что (С, В, М, j(S)) — насыщенная система Титса, назы- 
ваемая системой, ассоциированной с 2. 


6) Вновь используем обозначения из n°2. Пусть № — подгруппа в М, 
состоящая из матриц, все элементы которых равны 0 или 1. Показать, 
что ВП № = ТП № = {1} и что каноническое GROOREIR UNE группы No. 
B W=N/T является изоморфизмом. Положим > u FES) Показать, что 
{G, В, No, So) — система Титса и что (С, В, М, $) — ассоциированная 
с ней насыщенная система Титса. 


7) Пусть С — группа, действующая на множестве Е. По определению 
хгрупиа С действует на Е дважды транзитивно, если для любых двух 
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пар элементов x, у, X, и ЕБсех F yy x x uf существует такой эле- 
мент GEG, что б.х=х’ ug.y=y. 

а) Пусть (С, В, М, $) — система Титса, группа Вейля которой имеет 
порядок 2. Показать, что С дважды транзитивна на С/В. 

6) Пусть G — дважды транзитивная группа на множестве E. Пред- 
положим, что Card Е >3. Обозначим через В стабилизатор какой-нибудь. 
точки е == E. Пусть хе FE, x #e, и пусть п — элемент из С, для KOTO- 
рого п (е) =х и п (х) =е. Пусть, далее, N — подгруппа группы G, поро- 

жденная элементом N, а $ — канонический образ элемента п в NIT. По- 
казать, что (С, В, М, {s}) — система Титса с группой Вейля порядка 2. 

8) Пусть (С, В, N, 5) — система Титса. Положим Т = ВПМ и VW = 

— М/Т. Пусть С — группа, содержащая С в качестве нормальной под- 


группы. Предположим, что для любого he С существует элемент g = (Gi, 
такой, что hBh”! = оВо и ANAT! = Ne. Пусть В (соотв. №) — нор- 


~~ 


мализатор подгруппы В (соотв. N) в С. Положим Г == BON, N=T.N 
и Т=МПВ. в 

а) Показать, что G=T.G, В=Г. В, ГПВ =.ГПСи Г = (ГП В), Г. 
Группы Q == F/(F B), G/G и B/B, следовательно, канонически изоморфны. 


Если OCQu A— подгруппа в С, содержащая TAB, то обозначим 
через ФН объединение множеств ФА для фе D. 


6) рава, что Т — нормальная подгруппа в № (для доказательства 
включения nyn ‘eT при п = Nu ve NB использовать упражнение 5, a))». 


что NOT=T и urolNT=TNB. Вложение N (соотв. Г) в М позво- 
ляет, следовательно, отождествить W (соотв. Q) с некоторой подгруппой 


группы W=N/T. Показать, что Q нормализует $ и что W есть полу- 
прямое произведение ® и W. ' 
в) Показать, что 
BsBuB < (ВиВ) |) (ВзиВ) 


при всех $ == $ и всех ue W. 
г) Показать, что um ВиВ есть биективное отображение группы 


W 

на В\С/В (использовать теорему | и тот факт, что Г нормализует В). 
д) Пусть $ — множество пар (®, X), где Ф — подгруппа группы @ 

и À — подмножество в $, нормализуемое группой Ф. Положим Go, x) = 
=OG, = BOW xB (в обозначениях n°5). Показать, что отображение 


(Ф, Meer x) есть биекция множества Ÿ на множество подгрупп 
в С, содержащих В. Обобщить утверждения 6) и в) теоремы 3 и пред- 
ложения 2 из n°5. 

_ Показать, что нормализатор подгруппы Go x) B С является под- 
группой вида Gig x» где Ф’Ы— множество элементов в Q, нормализую-- 
mee как Ф, так u À. 

е) Показать, что Go, x) будет максимальной подгруппой BG в TOM 


и только том случае, когда выполнено одно из следующих двух условий: 
(i) X=S и Ф — максимальная подгруппа в ©; 
(ii) Ф=@ и D действует транзитивно на $ — X (которое не пусто). 
Показать, что Gi, x) будет максимальной в множестве подгрупп 


dire G, не “ig аи С, в TOM и только том случае, когда 
(111) X == $ и Ф — нормализатор множества X в Q, транзитивно дей-- 
ствующий на $ — x 
€) Пусть © — нормальная подгруппа в 9. Положим (’= ФО, В’ == 


= ФВ, №’ = ФМ и ТГ’ = В’ №. Показать, что Г’ == ФГ и что Т’ является 
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нормальной подгруппой в N’ тогда и только тогда, когда любой элемент 
труппы D коммутирует с любым элементом из №. Показать, что тогда 
-G’ — нормальная подгруппа в С, что вложение N в N’ определяет изо- 
. 7 . 

морфизм | группы № на №” = №/Т” и что (G’, В’, N’, S’) (где S’ =j (S)) 
‘является системой Титса. | 

9) Пусть (G, В, М, $) — система Титса и X,Y,  — три подмножества 
в S. Показать, что 


Gy N(Gy- Gz) = (@хПС,) . (GN Gz) 
{воспользоваться упражнением | K § 1 u предложением 2 из n° 5). 


10) Пусть G — группа и В — ее подгруппа Титса. Вернемся к обо- 


значениям упражнения 3. Для s@S обозначим через С“) подгруппу 
Gy — 45} (Упражнение 3, &)). Пусть / — множество подмножеств в С вида 


‚ge (для е=С и $ = $5), © — множество подмножеств в / вида С, = 


={gG') | se $} для g = G. Множества Cg называются камерами в-/ . ($ |, 
‘упражнение 15). Группа С действует на / при помощи левых переносов. 

а) Пусть % — множество ячеек в / (т. е. частей камер; см. $ I, уп- 
‘ражнение 15). Пусть F & %. Показать, что существуют однозначно опре- 


‚деленное подмножество À < $ и элемент g & С, такие, что gG, = (a. 


acF 
В этом случае говорят, что F — ячейка типа X. Показать, что тогда F 


состоит из gas) для $ = $ — X и имеет коразмерность Card X в любой 


содержащей ее камере. Показать, что отображение j: Fr N a есть 
acF 

‘строго убывающая биекция, совместимая с левыми переносами, MHO- 

жества 75 на множество подмножеств группы С вида gG, для geG 


и À CS. Показать, что при X CY CS ячейка типа X содержит един- 
-CTBEHHYIO ячейку типа У. 
6) Показать, что G транзитивно действует на множестве камер © 


и что стабилизатор камеры С, (5 С) равен gBgT!. Таким образом, 
‘отображение gt—>C, определяет биекцию G/B на ©. 


в) Показать, что две камеры Ce И С (с, g = G) смежны ($ I, упра- 


жнение 15) в том и только том случае, когда существует $ = 5, для ко- 
торого g’ = g(BU BsB). | 

г) Пусть С.,..., Си — камеры в J. Положим Со=С.. Установить 
эквивалентность следующих условий: 

(i) последовательность Г==(С., C1,..., Св) является инъективной 
галереей; 


(ii) существуют последовательность $ == ($1,..., Sn) элементов из $ 
и последовательность (b;,..., bn) элементов из В, такие, что С} — 
== 61516552 ... 6,5, (Со) (где $, — данный элемент двойного класса Bs;B) 


для 1 jn. 

Показать, что если эти условия выполнены, TO последовательность $ 
единственна. Назовем ее типом галереи Г и обозначим через $ (Г). По- 
казать, что инъективная галерея минимальна в том и только том случае, 
‘когда ее тип является приведенным разложением. Показать, что выпол- 
нены следующие условия: 


(WI 1) каковы бы ни были камеры С и С’ в I, существует одно- 
значно определенный элемент Ё(С, С’) группы №, такой, что множество 
типов минимальных галерей с концами С и С’ будет множеством при- 
веденных разложений для t(C, C’); 
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(WI 2) для любой камеры С отображение C’t—>t(C, С”) множества 
камер из Г в W сюръективно. 

д) Показать, что две минимальные галереи одного и того же типа 
C одинаковыми концами совпадают. (Это сводится к доказательству того, 
что если ($1,..., Sn) — приведенное разложение и если Di, ..., bn, 


bi, RE b, — элементы из В, для которых b,5, ... 5,5, =! 51 Pr b/s, В, TO 
b,s, = bi5,B. Заметить, что если бы ый $1 92 В, то этот элемент при- 
надлежал бы Bs,B, откуда b50 ... b,5, © 6516’6550...6.5В с b, bY EB, 
вопреки следствию | теоремы 2 n° 4.) 

е) Показать, что /, снабженное множеством ©, образует ансамбль, 
называемый ансамблем, ассоциированным с парой (С, В). Показать, что 
существует единственная нумерация ($ 1, упражнение 20) ансамбля Г, 
при которой тип ячейки совпадает с типом, определенным в а). 

&) Показать, что | — пространственный ансамбль, т. е. что каждая его 
перегородка содержится по крайней мере в трех камерах (см. $ 1, упра- 
жнение 24). Показать, что выполнено следующее условие: 


(С) каковы бы ни были перегородка F, камера Co, галерея Г == 
— (Co,..., Си) минимальной возможной длины и такая, что Ес Ch, 
а также камеры С’ и С”, содержащие F и отличные от Си, существует 
элемент EEG, для которого в (С;) =С: при О<1<и и g(C)—= C7. 

(Все сводится к случаю, когда Co =С. Пусть и = $ — такой элемент, 
что F будет ячейкой типа $ — {u}, и пусть $ — тип галереи Г. Показать, 
что (5, и) — приведенное разложение. Взять элемент A <= G, для которого 
Си = (С). Существуют b’u b” = В, такие, что С” = hb’u(C) u С” = "и (С). 
Использовать, далее, следствие | теоремы 2 n° 4, обобщенное на случай 
подгруппы Титса (см. упражнение 3, е)), для доказательства существо- 


вания bEB, такого, что bhb’uB—hb"uB. Тогда b=zhBuBu”'Bh!c (kBh') U 
U (hBuBh-!), Если behBuBh-!\, to ВАВ < BhBuB = BhuB (там же), 


а это невозможно. Следовательно, В (Си) = Си, и из д) следует, что 
b (Cj) =C; для любого i.) 


11) Пусть (W, $) — система Кокстера и / — ансамбль, пронумерованный 
множеством S ($ 1, упражнение 20). Назовем типом инъективной галереи 
Г = (Со,..., Си) и обозначим через $(Г) такую последовательность 
(51,...› Sn) элементов из $, что перегородка С;—, С; имеет тип $ — {51} 


(для | Lin). Говорят, что [ есть (№, $)-ансамбль, если выполнены 
условия (WI 1) и (WI 2) упражнения 10. 

Пусть / — пространственный (№, $)-ансамбль (см. упражнение 10, &)), 
и пусть С — группа его допустимых автоморфизмов, удовлетворяющая 
следующему условию: 

(Go) для любых трех различных камер С, С” и С", содержащих одну 
u (eye Fl a à существует такой элемент g = G, что g(C)=C и 
g №, 

Выберем камеру С ансамбля J и обозначим через В ее стабили- 
затор в G. 

а) Показать, что С действует транзитивно на множестве камер 
ансамбля I, 

6) Пусть С’ и С” — две камеры. Показать, что Ё(С, С”) =Е(С, С”) 
в том и только том случае, когда существует элемент 6 = В, для Ko- 
торого С” = (С’). (Если Ё (С, С”) =t(C, С”) =w, то рассмотреть при- 
веденное разложение $ элемента W и минимальную галерею Г” (соотв. Г”) 
с концами С, С” (соотв. С”) и типа $. Провести индукцию по l(w), ис- 
an ee (Go) иа).) Получить теперь биекцию wt—> В (и) группы W 
на ; 
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… в) Пусть F — перегородка камеры С типа $ — {$}. Показать, что ста- 
билизатор ячейки FB С равен BUB (5) (если в (Е) = Е; то Ё (С, g(C))=1 
или $). Показать, что В <= В ($) В ($) (использовать (Go)). | 

г) Показать, что В — подгруппа Титса ‘группы С и что: ‘система Кок- 
стера пары (С, В) канонически изоморфна системе (№, 5$). (Пусть w = W 
и s@S таковы, что /,(sw)=1!,(w) +1. Пусть в=В(ш) u ue В ($). 
Пусть $ = ($1,..., Sn) — приведенное разложение элемента ши (С = Co, 
Ci,..., Си = g(C)) — минимальная галерея типа $. Выбрать элемент 
5,=B(s,). Используя (Go), показать, что существуют элементы b, е В, 
для которых С; =5,5, ... 6,5; (С). Положить С, == Ц (C;_1) и показать, 
что галерея (С, и (С), и (С\), ...,и (Cn)) имеет тип (5, $) и, следовательно, ми- 
нимальна. Вывести отсюда, что ug = В (5%) и что В ($) В (&) =В (sw). 
Если теперь /(sw)=!(w) — 1, положить &’ = sw. Тогда В (5) B(w’) = 
== B(w), откуда | | 

В ($) B(w) = B(s) В ($) B(w’) = B(w’) UB ($) B(w’) = B(sw) В (м). 
Наконец, поскольку В < B(s) В ($), выполнено также включение В (w’) = 
= B(sw) < В ($) B(w).) | 

д) Показать, что существует однозначно определенный изоморфизм 


ансамбля, ассоциированного с (С, В) (упражнение 10) на /, совместимый 
с действием группы G и переводящий каноническую камеру Сов С. 


‚ 12) Пусть (@, В, М, $) — система Титса, W = М(ВПМ) — ее группа 
Вейля, / — (№, $)-ансамбль, ассоциированный с (G, В) (упражнение 10), 
и C—C,— каноническая камера ансамбля I. Пусть Ао — апартамент, 
ассоциированный с системой Кокстера (№, $) ($ 1, упражнекие 16). Для 


любого g = С пусть gg — отображение Ау в /, которое точке wW'S) из A, 


(w= W,s eS) ставит в соответствие точку ош ($) ансамбля I, 
Показать, что при всех g = G отображение Og есть изоморфизм про- 


нумерованных ансамблей Ap на секцию ансамбля /, состоящую из объеди- 
нения камер сп (С.), n = М. Показать, что [ с множеством % всех 
Фе (Ao) для g & С есть структурный ансамбль ($ 1, упражнение 24). (Для 


доказательства свойства (СА 2) заметить, что если 5’, g” = G, то суще- 
ствуют 6’, bY = B и пеМ, такие, что gg" = b’nb”. Положив тогда 
g = g'b'n, показать, что g’(C) и 5” (С) содержится в Qg (Ао). Для дока- 
зательства свойства (СА 3) свести все к случаю двух апартаментов A’ = 
=9,(A,) и А” =Ф, (A,) cb=B и, используя предложение 2 n° 5, no- 


Ka3aTb, что отображение a +—> b (a) оставляет неподвижными точки пере- 
сечения А”[] A”). Показать, что система Кокстера (№, $) и нумерация 
ансамбля [ приспособлены к (1, À) ($ 1, упражнение 24, д)) и что мно- 
жество 4} допустимых изоморфизмов апартамента A, на различные эле- 
менты в У совпадает с множеством фр для LE G. 


13) Вернемся к обозначениям упражнения 24 из $ 1: (/,Q) — простран- 
ственный структурный ансамбль, снабженный системой Кокстера (W, 5) 
и приспособленной нумерацией; < — множество допустимых изомор- 
физмов апартамента Ау, ассоциированного с (У, 5), на различные апар- 
таменты ансамбля (1, À). Пусть, кроме того, G — группа допустимых 
автоморфизмов ансамбля J, сохраняющих Е. Группа С действует тогда 
на x}, и мы предположим, что она действует там транзитивно. 

Пусть, наконец, С — камера в /, А — апартамент в À, содержащий С, 
ф — допустимый изоморфизм A, на À, переводящий каноническую Ka- 
меру С, апартамента Аз в С, В — стабилизатор камеры С в С и М — ста- 
билизатор апартамента А в С. 

a) Показать, что если A’ u А” — два апартамента из À, содержащие 
одну и ту же камеру, то существует g@G, для которого g(A’) = A” 
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и g(a)=a при всех а= А’ПА”. Показать, что С транзитивно действует 
на множество пар (А, С), где ASW и С — камера в А. 

6) Показать, что отображение ин-> ф-'опоф есть сюръективный 
гомоморфизм N на № с ядром BNN. Отождествить затем N/(BNN) n W. 

в) Показагь, что условия (WI I) и (WI 2) упражнения 10, г) вы- 
полнены (использовать следующий факт: если апартамент в / содержит 
две камеры С’ и С”, то он содержит и всю минимальную галерею с KOH- 
ами С’, С” ($ 1, упражнение 24, 6))). 
о Г) Показать, что условие (@) упражнения 10, &) (a тем самым и 
и условие (Go) упражнения 11) выполнены. (В обозначениях условия (G) 
рассмотреть апартамент А’ (соотв. A”) в [, содержащий Су и С’ 
{соотв. С”). Используя упражнение 24, 6) из $ |, показать, что Ге ANA”, 
и применить а).) 

д) Показать, что (С, В, М, $) — система Титса и что (Г, À) канони- 
чески изоморфен ассоциированному с ней пронумерованному структур- 
чому ансамблю (упражнение 12). 


14) Пусть (С, В, М, $) — система Титса, (1, À) — ассоциированный 
€ ней пронумерованный структурный ансамбль (упражнение 12). Пока- 
зать, что С, рассматриваемая как группа автоморфизмов ансамбля Г, 
удовлетворяет условиям упражнения 13. В обозначениях упражнения 12 
положим А = Qe (Ao) и С = 9. (Се). Показать, что В — стабилизатор ка- 


меры С в С. Пусть N — стабилизатор Ав С. Показать, что N/GBNN) 


отождествляется с № и что (С, В, М, S) — насыщенная система Титса, 
ассоциированная с (С, В, М, $) (упражнение 5). 


15) Вернемся к условиям и обозначениям упражнения 10. Предполо- 
жим дополнительно, что группа Вейля W пары (С, В) конечна, и обо- 
значим через Wo элёмент максимальной длины в W ($ 1, упражнение 22). 
Говорят, что две камеры С и С’ противоположны, если L(C, С”) = wo. 

а) Показать, что если С и С’ противоположны, то камеры С’и С 
также противоположны. Показать, что любая камера С имеет противопо- 
ложную камеру. Показать, что стабилизатор камеры С в С действует 
транзитивно на множестве камер, противоположных С. 

6) Пусть С и C’ — две противоположные камеры. Показать, что для 
любого w E W существует, и притом единственная, камера Cy, обладаю- 
A следующим свойством: если ($1, ..., Sz) (соотв. ($1...) Sh)) — при- 


веденное разложение элемента и (соотв. w = wow —!), то существует ми- 
нимальная галерея (Со =С, Cy,..., С, = С”) типа (s,,..., Sp Sj, +++» Sh) 
{где п=й- А), такая, что Си == Св (использовать упражнение 22 из $ | 
и упражнение 10, г) и д)). Показать, что Cy и Сшш, противоположны. 


в) Пусть M — множество пар противоположных камер. При т = 
— (С, С’) = M обозначим через Ам объединение камер Cy, построенных 
выше. Показать, что /, снабженное множеством À всех Аж для me IM, 
есть структурный ансамбль ($ 1, упражнение 24) и что система Кокстера 
(W, S) и нумерация ансамбля / приспособлены к (Г, À). Определить кано- 
ническую биекцию M на множество, обозначаемое в упражнении 24 к $1 
символом 3. Отождествить эти два множества. 

г) Пусть т==(С, С”) = с C=C, и пусть N — стабилизатор Ат 
в G. Показать, что N/(BNN) отождествляется с W и что (С, В, М, S) 
является насыщенной системой Титса (воспользоваться упражнением 13), 


16) Сохраним предположения и обозначения упражнения 15. 

а) Пусть С и С’ — две камеры. Показать, что существует камера С”; 
противоположная как С, таки С”. (Взять С”, противоположную С и такую, 
чтобы элемент ¢(C’, С”) имел наибольшую возможную длину. Если 
#(С’, С”) # wo, то существует камера C,, смежная с С” и такая, что 
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1(t(C’, Ci) > 1(Е(С’, С”)). Используя условие (G) упражнения 10, пока- 
зать, что можно предполагать С, ZA, сл) и что тогда С, будет проти- 


воположна к С.) 
6) Пусть AS YW. Показать, что существует однозначно определенный 
инволютивный автоморфизм (не обязательно допустимый) д» Который 


переводит каждую камеру из А в противоположную камеру (использо- 
вать упражнение 22, в) к $ 1). Пусть F и F’ — две ячейки в 1. Показать, 
что если F=j, (F) для некоторого AGW, содержащего F и Г”, то 


TO же самое верно и для каждого А & À, содержащего Е и F. (Если Е 
F GAA x A, A’ GU, рассмотреть камеру С (соотв. С”) в А (соотв. A’), 
содержащую F (соотв. F’); рассмотреть А” = À, содержащий С и Cu 
использовать условие (СА 3).) Мы скажем тогда, что ячейки F u РЁ’ npo- 
тивоположны. Показать, что для того чтобы две ячейки имели общую 
противоположную, необходимо и достаточно, чтобы они были одного и 
того же типа Г, и что ячейка, противоположная к ячейке типа 7, есть 


ячейка типа WT wo |. 


в) Пусть Ap — апартамент, ассоциированный с системой Кокстера 
(№, $) ($ 1, упражнение 16), и пусть $ — множество допустимых H30- 
морфизмов апартамента Ap на различные элементы в À. Если а — какая- 
то половина Ap, определенная стенкой L ($ |, упражнение 16), и если 
PEN, то мы скажем, что (a) — полуапартамент ансамбля I со стенкой 
œ(L). Показать, что @(L) зависит только от (a), но не от пары (ф, а). 
Пусть D, и О. — два различных полуапартамента с одной и той же стен- 
кой L. Показать, что существуют ES и стенка Lo в Ap, такие, что 
[ =фФ (10), а D; будут образами относительно ф двух половин апарта- 
мента Ао, определенных стенкой Lo. (Выбрать перегородку F, лежащую 
в [, и две камеры С; и Cy, одна из которых лежит в D,, а другая — 
в Dj, такие, что С; содержит F, а С. — перегородку, противоположную 
к F B D; (которая также противоположна F в D); рассмотреть апарта- 
мент в /, содержащий С; и С..) 

17) Сохраним условия и обозначения упражнений 15 и 16. Выберем 
элемент фе, переводящий каноническую камеру С апартамента Ау 
($ 1, упражнение 16) в каноническую камеру Се ансамбля /, и обозначим 
через N, как в упражнении 15, г), стабилизатор апартамента ф (Ао) = À 
в группе С. Для любого подмножества D апартамента Ap обозначим 
через By подгруппу в С, оставляющую неподвижными все точки из ф (0). 
Имеем В=В. и ВПМ —=В 

а) Пусть à — половина апартамента Ao, содержащая С. Показать, что 
Ва действует транзитивно на полуапартаментах ансамбля /, имеющих 
в качестве стенки стенку L в @(a) и отличных от (a). (Пусть X — 
такой полуапартамент, F — перегородка, содержащаяся BL, и C’ — 
камера в ф (a), содержащая F. Используя упражнение 16, в) и упражне- 
ние 13, а), показать, что {существует элемент g@G, для которого 
9 (ХОф (а)) =ф (45) и g(C’) = С’. Показать, что g (F) =F, и из упраж- 
нения 22, в) к $ | вывести, что с & Ва.) Получить отсюда, что В, дей- 
ствует дважды транзитивно на полуапартаментах со стенкой L и что 
(B;; B B,NN) является системой Титса с группой Вейля порядка 2 


(см. упражнение 7). 

6) Пусть D, и О. — два выпуклых подмножества в Ap, таких, что 
Сор. < Dy, причем существует однозначно определенная половина Q 
в Ay, для которой ВБ са и О. ба. Тогда D, =р.Па ($ 1, упражне- 
ние 21, в)). Показать, что В = В Вр, и B_NB,,=BNN. (Рассмотрев 
галерею минимальной возможной длины с одним концом в С, а другим, 
содержащим точку a = D? — Dj, показать, что существуют две смежные. 
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камеры Е и Co в Ap, такие, что С! =D, с Ds GEBE CCS 
содержится в стенке L’ половины a. Положим С, ;=9(C;), F= Ф(С1п с?) 
и L=g(L’). Показать, что выпуклая оболочка множества D, U Ce 
равна D,. Пусть b = By „ Тогда b (C,)=C,, откуда 6 (Р) =F u b (C,)#C,. 

Hate отсюда, что “выпуклая. оболочки множества b(C,)UL является 


полуапартаментом X со стенкой L, отличным от ф (а), и что существует 
элемент b’ € Ва, для которого | 


b’ (p (Ao)) = XU (a). 


Показать, что b”b (a) =a для всех AS p(D,UC:) и urobbe B),) 
в) Пусть (c;), me <q половины апартамента Ap, содержащие Си 


пронумерованные таким образом, что отображение 


> fl & 


ISi<S/ 
является строго убывающим ($ l, упражнение 17). Показать, что В = 
7 м 
sae --. By, И Что если b;, bie By? a? причем 6,...6 gt by TO 


, 
b,e=b,(BNN\, 1<i<q. 

18) Вернемся к обозначениям и понятиям из n° 2. Пусть И; — векторное: 
подпространство в А”, порожденное элементами Crs ce. €; (Isisn—|]). 

a) Показать, что для любого подмножества À множества $ подгруппа 

Gy (n° 5) состоит из элементов g = С, таких, что g(V,)=V, при Bcexi, 
которым отвечают $; À. 

6) Пусть J — ансамбль, ассоциированный с системой Титса (С, В, М, т 
(упражнения 10 и 12). Показать, что отображение j, которое точке gG (i) 
ансамбля / (здесь С“? обозначает подгруппу Go_ — {в} ГРУППЫ С, т. е. стаби- 
лизатор подпространства V;) ставит в соответствие векторное подпрост- 
ранство g.(V;), является биекцией ансамбля [ на множество % векторных 
подпространств в k” (+ {0} и # А"), согласованной с действием группы G. 

в) Назовем флагом векторного пространства Е совершенно упорядо- 
ченное по включению множество векторных подпространств в Е. Пока-. 
зать, что элементы а,,..., а, ансамбля / принадлежат одной и той же 
ячейке в том и только том случае, когда {i (a,), whee j (4,)} — Флаг в №. 


г) Показать, что G действует дважды транзитивно на множестве век- 
торных подпространств размерности | в А”. Пусть n>2, и пусть М, — 
подгруппа в С, порожденная элементом, который переставляет €, и ео, 


оставляя неподвижными другие e,. Показать, что (С, m, N,) — система 


Титса с группой Вейля порядка 2. 
д) Предположим, что поле k коммутативно. Положим 


G’ = $1 (п, Ё), В’== GB, Noe GDN и. Т’= NOB =ТПС.. 
Показать, что N’/T’ отождествляется с Фи и что (G’, В’, N’, = является 
системой Титса (рассуждать, как в n°2). | 

19) Пусть А — коммутативное поле характеристики == 2 и Q — квад- 
ратичная форма x1X3 + 5 на #3. Показать, что группа SO (Q) дважды" 


транзитивно действует на множестве изотропных прямых в k°. Сравнить. 
соответствующую систему Титса (упражнение 7) с системой, построен- 
ной в n°2 для n=2 (cp. Алг., гл. Ix, $ 9, упр. 15). 


: Зак. 61. Н. Бурбаки 
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20) Вновь используем обозначения из n°2, предполагая дополнительно 
поле k коммутативным. Имеем один из следующих случаев: 

(В) п= 21-1, где {> 1, характеристика поля Ё отлична от 2, а на 
к" задана квадратичная форма Я = хх, + ... + хх] + iy: 

(C;) n = ([>1), а на k” задана знакопеременная форма Ф, такая, 
что Ф (e;, e;) =0 для Isisn, 13] < и 1<р исключая случай 
i<l, j=n+1—i, когда O(e,, e gl 

Dina (29) ВР поля k 522, а на k” задана ква- 
дратичная форма Q = хх, + . Ру: 

Обозначим через С, ALAN ортогональную группу SO (0) в слу- 


чаях (В) u (Dj) и через Sp (Ф) симплектическую группу в случае (С/). По- 
ложим 


В: = С. ПВ, М = ПМ и ТГ, = (ПТ = В, ПМ,. 


а) Показать, что действие группы N, на множестве прямых ke, 


‘определяет гомоморфизм группы N, с ядром Г! Ha подгруппу W, группы Фи, 
позволяющий отождествить W, и N,/T,. Показать, что W, — подгруппа 
группы Sy, порожденная: 


в случае (В) элементами 0, =5,5„_, ISI<E u O, = 51151511; 


в случае (C,) элементами ©, =S,S,_;, 1S j<l, и 0, =$,; 
в случае (D,) элементами 0, = 5,5„_,, 15] <Ь ид, = 511515) 1514151 * 


6) Пусть S, — множество элементов O, для 1<j<l. Показать, что 


(G,, By, Ny, $!) является системой Титса. (Доказательство того факта, 
что подгруппа Н группы G,, порожденная подгруппами В; и Ny, совпа- 
дает с G,, проводится так же, как в Alg., chap. II, 3 éd., $ 10, n° 13, 
и основывается на двух замечаниях: 

1) À содержит большую нижнюю треугольную подгруппу группы (1; 
2) для любого набора Ej = k (2< in) существует матрица b = (5;;) = Ва, 


в которой db, =1, 61; =; для 2<i<n—]l,a bin =Ё в случае (Cu), 
Din =0 в случаях (Bi) v(D;). Затем | рассуждать так же, как в n°2, вводя 
подгруппы Gi,j=GN(G;-Gn-;) для ISj<I и подгруппу G,, 1 эле- 


‘ментов в Gy, которые оставляют неподвижными: 

в случае (B,) векторы €; для iÆl, 1+1, [+2 и подпространство, 
порожденное векторами €,, €y4 ие). 5; | 

в случае (Су) векторы e, для 15-1, 1+ 1 и плоскость, порожденную 
векторами €, ие, |; 

в случае (D,) векторы е; для {<1— 1 или 1> 1-2 и две плоскости, 


порожденные соответственно векторами of C4] H ep C7149" 


Показать, что Gy; отождествляется или с GL (2, k), или с SL (2, k), 
или со специальной ортогональной группой из упражнения 19.) 
*в) Показать, что граф Кокстера группы W, принадлежит соответ- 


ственно типу (By), (Cy) или (Dy) (гл. VI, $ 4, п°1). „ 

г) Показать, что для всякого подмножества À < $, подгруппа G, x 
состоит из элементов g & Су, таких, что g(V;) — V; при всех i, которым 
отвечают 0, © X, за исключением случая (D;), когда то же самое утвер- 
ждение остается верным, если под V,—ı понимать подпространство, по- 
рожденное векторами е|,..., е;—1 и ег+1. Получить отсюда, как и 
в упражнении 18, 6), биекцию | ассоциированного с системой (G,, Bi) 
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ансамбля на множество вполне изотропных подпространств 0 в слу- 
чаях (B;), (С) и на множество вполне изотропных подпространств раз- 
мерности #0 и =5-г—1 в случае (Ру). Показать, что точки а, ..., A 
в / принадлежат одной и той же ячейке в том и только том случае, 


когда fj(a,), ..., j(a,)} — флаг. 
21) Пусть А — дискретно нормированное кольцо (Ком. алг., гл. VI, 


$ 3, n°6), ш — максимальный идеал, у — его образующая и К — поле 
отношений кольца А. Пусть С — группа $1. (2, К), В — подгруппа в С, 


а 
состоящая из матриц | 4) таких, что a, 6, deAucent (причем 
С 


ad — bc =1), и N — подгруппа группы G, состоящая из матриц, у KOTO- 
рых в каждом столбце и каждой строке имеется только один отличный 
от нуля элемент. 

а) Показать, что Т = В] М — нормальная подгруппа в N и что 
№ = М/Т — бесконечная диэдральная группа, порожденная классами $ 
и $’ матриц & р 

6) Показать, что (С, В, М, $) (где $ = {$, $}) является системой Титса. 

в) Пусть Я = SL (2, А) — подгруппа группы С, состоящая из матриц 
с коэффициентами в А. Показать, что (7, ВПНА, М, {$}) — система Титса. 
Сравнить ее с системой в упражнении 18, д). > 

г) Пусть À — пополнение кольца А, и пусть G, а №. Т — группы, 
определенные, как выше, но с заменой кольца А на А. Показать, что 
вложение Св G определяет изоморфизм j ассоциированного с (С, В) 
ансамбля / (упражнение 10) на ассоциированный с (G, B) ансамбль Г. 
Пусть (Г, X) (соотв. i, a — структурный ансамбль, ассоциированный 
с (С, В, М) (соотв. (С, 8, N) (упражнение 12). Показать, что 17) “9, 
но что j (À) = A, если A А. (Заметить, что апартаменты из 91 (соотв. A) 
взаимно однозначно соответствуют подгруппам, сопряженным при помощи 
элементов из С (соотв. G) сТ (соотв. Г). 


}*(_ 0) 
H get В соответственно. 


22) Пусть @ — группа и В — ее подгруппа. 

а) Установить эквивалентность следующих условий: 

(i) BNgBg—! имеет конечный индекс в В для всех g = С: 

(ii) любой двойной смежный класс BgB относительно В является 
конечным объединением левых смежных классов относительно В. 

Более точно, показать, что для любого g © С индекс 4, подгруппы 


BNeBg-' в В равен числу левых классов относительно В, содержащихся 
в двойном классе ВоВ. Показать, что Ion <4,. .9, для всех g, hea. 


Мы будем предполагать в Е D условия (i) и (ii) вы- 
полнены, и обозначим через А некоторое коммутативное кольцо. Для 
t=G/B (соотв. te B\G/B) обозначим через а, отображение G в k, 


определенное следующим образом: а, (8) =0, если gt, и а, (8) =1, 
если get. Пусть Г (соотв. Н) — Е-модуль, порожденный a, для всех 


t= G/B (соотв. te B\G/B). 
6) Показать, что существует, и притом единственная, линейная форма u 
на [, такая, что в (а,) = 1 для всех fe G/B. 


в) Пусть qe L na p KH. Показать, что при всех хе С отображение 


Oy: ун->Ф()ф(и-1х) 


принадлежит к Г и что отображение ф*+ф: «+> (09,) тоже принад- 
лежит к Г. Если, кроме Toro, =, то ф»+феН. Показать, что 


3* 
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‘отображение (ф, ф) н-> ф»\ наделяет Н структурой алгебры над k, до- 
пускающей а, в качестве единичного элемента, и определяет на L 
структуру правого Н-модуля. 

Алгебра Н называется алгеброй Гекке группы G относительно под- 
группы В и обозначается через Hz (С, В). 

г) Показать, что при t, Ё = B\G/B имеет место соотношение 


а; * ар = 2 m (Е, | г) dns 
м 


где mt, ЕЁ; Ё) — число смежных классов относительно В, содержащихся 


В tN et’ для любого get”. 

д) Группа G действует на Ё левыми переносами. Показать, что 
‚действие À на L определяет изоморфизм алгебры Н на коммутант полу- 
чающегося при этом линейного представления С BL. 


*e) Предположим, что G — конечная группа и что характеристика 
кольца Е не делит порядок группы G. Показать, что кольцо Нь (С, В) 
абсолютно полупросто над К (Алг., гл. VIII, $7, n°5) (воспользоваться 
теоремой Машке (гл. У, Дополнение) и предложением 3 из Алг., ra. VIII, 
$ 5, n°1)., 
| &) Предположим, что С — топологическая группа и В — ее открытая 
‘компактная подгруппа. Показать, что условия (1) и (1) выполнены и что, 
когда к = или С, произведение ф»\ф совпадает со сверткой относи- 
‘тельно правой меры Хаара на G, нормированной условием и (В) =] (cM. 
Интегр. ra. VIII, $ 4, п oF). 


23) Пусть (W, $) — cuctema’ Кокстера и À — коммутативное кольцо. 
Предположим, что при всех $ = $ заданы два элемента As и и; кольца À, 
такие, что А; — À; и U,=H,, когда $ и $ сопряжены в W. Положим 


Е = kW) и обозначим через (em) канонический базис BE. 
а) Показать, что на Е существует однозначно определенная струк- 
тура алгебры над №, такая, что для любых 5 бише 


( Sani, если I(sw)>1!(w); 
se 
EG Asewt Usesw если I(sw)<I(w). 


(Ввести при помощи этих формул эндоморфизм Ps пространства E, 
полагая ее = Ps(w), и эндоморфизм Qs == Ра], где | обозначает 
автоморфизм пространства F, определенный соотношением i(e, jme ee 
avr ety что Р;@; = О;Р; для $, FES, заметив при этом, что условия 
I(swt)=1!(w) и [(sw)—1l(wf) влекут равенство sw = шЁ Далее рас- 
суждать, как в упражнении 3, д).) Модуль Е, снабженный этой струк- 
турой алгебры, будем обозначать через Ex ((As), (и5)). Показать, что 
Е ((0), (1)) есть групповая алгебра k [№] группы W (Alg., chap. Ш, 3° ed., 
$ 2, n°6). 
| 6) Показать, что семейство образующих (es), eg И соотношений 
e° =A.es tu, для SES; 


Piz г 
(e.e;) = (e,e.) для $, [ЕЕ S с произведением st 
конечного четного порядка 2r; 
r ER r 
(e,e,) е; = (e,e.) e, для $5, 1=5 с произведением st 
конечного нечетного порядка 2r + 1 


образует задание aha E EEE аналогичны пли 
. теоремы 1, n° 6, $ 1). 
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| 24) Пусть G—rpynna, В — ее подгруппа Титса (упражнение 3, от- 

куда мы берем обозначения). Предположим, что для каждого SE $ двой- 
ной класс С ($) есть объединение конечного числа gs левых смежных 
классов относительно. В. Используя обозначения из упражнения 22, поло- 
жим dy ==ас (и) при всех WE У. 

а) Titans, что условия (1) и (ii) упражнения 22 удовлетворяются. 
Следовательно, можно говорить об алгебре Гекке AR (С, В) (k — коммута- 
тивное кольцо), в которой (аш)ше W образуют базис. 

6) Пусть $ + $ и ше W. Показать, что а;*аз = (qs — 1) as + gs. По- 
казать, что если l (sw) > 1(w), то аз*а = Asy. 

в) Показать, что линейное отображение алгебры Er ((qs —1), (qs)), 
ассоциированной с системой Кокстера (W, $) (упражнение 23), в Нь (С, В), 
которое переводит ey в аш для всех ше, является изоморфизмом 
алгебр. 


25) Вернемся к обозначениям упражнения 8. Предположим дополни- 
тельно, что при всех $ © 5$ индекс gs подгруппы BfgBg—-! в В конечен 
для любого g = BsB. 

a) Показать, что пара (G, В) удовлетворяет условиям (i) и (ii) упра- 
жнения 22. 

6) Показать, что при любом уеГ отображение xr > yxy—! опре- 
деляет автоморфизм с алгебры Гекке AR (С, В) и что в зависит только 
от класса ® элемента у в ® = Г/(ГП В). Обозначим его через dy. 

в) Пусть А [©] — групповая алгебра группы Q, (e;,) — канонический 
базис. Показать, что линейное отображение | тензорного произведения 


k [9] ®ьНЬ (6, В) в Hr(G, В), определенное формулой ] (¢, @ 224") = 
@вошв (В обозначениях упражнения 22) для © EQ n we VW, есть биек- 
ция и что имеет место соотношение 
i" (i (€,, ® x) Це, ® 9) = Cag ® Fy (*) Y 
для 0, о’ GQu x, уе НЬь(С, В). 
4 26) Пусть Е — абсолютно полупростая алгебра конечного ранга над 


коммутативным полем k. Назовем численным инвариантом алгебры Е 
такую последовательность целых чисел (A, ..., Mp), что M >... >nr>0 


и алгебра Ё бдь Е изоморфна алгебре [[M,, ® для любого алгебраиче- 
1 


ского замыкания À поля К. 

Пусть У — кольцо целостности, К — его поле отношений, ф — гомо- 
морфизм кольца У в коммутативное поле k и Е — некоторая У-алгебра. 
Предположим, что Е — nn У-модуль конечного ранга. Пусть 
E om EO, RAE 1 = £@,K. 

a) pero: что билинейная форма (x, y) => Trepp (xy) на E, 


невырождена. Показать, что Ey и E; абсолютно полупросты (см. ГИ 
ALLÉS 2 yap. I) 

6) Предположим, что Ey и Е! абсолютно полупросты над k и К соот- 
ветственно. Показать, что Ро и Е! имеют один и тот же численный инва- 
риант. (Достаточно рассмотреть случай, когда k и К алгебраически зам- 
кнуты. Пусть (e,) — базис алгебры E над У и (Х;) — переменные. Нужно 


доказать, что характеристический многочлен элемента 2; Хе; H3 
i 


EC, К [(X;)] (соотв. Бо бд k [(Xi)] ) имеет вид P= II Pit écho © = 
# ; 


= | 
= Il Qe ‘) где (fu, ..., Пг) (соотв. пи, ..., Ms) есть численный инвариант 
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алгебры FE, (соотв. Eo), причем deg P;=n; (соотв. deg Qe = mg). Далее, 
нужно показать, что P; У [(X;)] и что Q=g(P). Получить отсюда, 
что существуют целые числа с в = 0, такие, что 


т, = 2 Cpt, и п, = 2 CM.) 


*27) Пусть (С, В, N, $) — система Титса и Е — коммутативное поле. 
Предположим, что группа G конечна и что характеристика поля k не 
делит порядки групп G и W. Показать, что алгебры Hz (С, В) (упражне- 
ние 22) и Е [И] абсолютно полупросты и имеют одинаковые численные 
инварианты, будучи тем самым изоморфными в случае, когда поле & алге- 
браически замкнуто. (Пусть gs — индекс подгруппы BfgBg—! в В для 
g=BsB, s&S. Нужно рассмотреть алгебру Е» [X] ((X © Fu à” (1+X a, 
построенную по образцу упражнения 23 по системе Кокстера (W, S) u 
кольцу многочленов k[X]. Далее воспользоваться упражнением 26, a) и 
6), заметив, что по теореме Машке (гл. У, Дополнение) билинейная форма 
Tr, [WE (xy) невырождена.)„ 


28) Пусть G — группа, М — максимальная подгруппа в G и U — нор- 
мальная подгруппа в М, удовлетворяющая условию (P) из n° 7. Пред- 
положим, что группа С совпадает со своим коммутантом, что она поро- 
ждена объединением сопряженных с U подгрупп и что пересечение под- 
групп, сопряженных с М, состоит только из единичного элемента. Пока- 
зать, что С — простая группа. (Рассмотреть нормальную подгруппу N 
в G, ную от единичной. Показать, что @ =М.М и затем что 
G=N.U. 


29) Пусть H — простая некоммутативная группа, 8 — ee автоморфизм 
простого порядка р, и пусть U — полупрямое произведение Z/pZ на A, 
соответствующее 0. Показать, что если 0 не является внутренним авто- 
морфизмом, то единственными нормальными подгруппами в U будут 
{1}, 7 u U. Вывести отсюда, что U неразрешима, но удовлетворяет усло- 
вию (Р) из n°7. Применить все это к симметрической группе Фи. 


ГЛАВА У 


ГРУППЫ, ПОРОЖДЕННЫЕ ОТРАЖЕНИЯМИ 


$ 1. Гиперплоскости, камеры и ячейки 


В этом параграфе мы будем обозначать символом Е 
вещественное аффинное пространство конечной размерности d 
и символом Т пространство переносов пространства E (см. 
Alg., chap. II, 3°éd., $ 9, и Ton. вект. простр., гл. II, $ 2). 
Для любых двух точек аи 6 из Е обозначим символом [ab] 
(соотв. [ab], |а6]) замкнутый (соотв. открытый, открытый в а 
и замкнутый в 6) отрезок с концами а и 6. Ha Т однозначно 
вводится топология отделимого топологического векторного 
пространства (Ton. вект. простр., гл. I, $ 2, n°3), и в этой 


топологии оно изоморфно В“. На Е однозначно вводится 
топология такая, что для любого е = Е отображение {=> е- 1 
пространства T на E является гомеоморфизмом. 

Обозначим через ® локально конечное множество гипер- 
плоскостей в Е (Общ. Ton., гл. I, $ 10, n° 12). 


1. Основные понятия и обозначения 


Пусть A — гиперплоскость в Е. Напомним, что E— H 
распадается на две связные компоненты, которые назы- 
ваются открытыми полупространствами, ограниченными 
гиперплоскостью Н. Их замыкания называются замкнутыми 
полупространствами, ограниченными гиперплоскостью A. 
Пусть x, yS E. Говорят, что x и y лежат строго по одну 
сторону от Н, если они содержатся в одном и том же от- 
крытом полупространстве, ограниченном Н, или, что то же 
самое, если замкнутый открытый отрезок с концами хи у 
не пересекается с Н. Говорят, что хи у лежат по разные 
стороны от Н, если х принадлежит одному открытому полу- 
пространству, ограниченному Н, a у— другому. Говорят 
также, что x @ Е и {= Т лежат строго по одну сторону от H, 
если это верно для x H À + [, какова бы ни была точка h ЕН. 

‚ Пусть А — связное непустое подмножество в Е. Для лю- 
бой гиперплоскости Н в E, не пересекающей À, обозначим 
через Дн(А) ограниченное гиперплоскостью Н единственное 
открытое полупространство, содержащее А. Положим 


Da (A) РЕ n Dy (A), (1) 


72 ГЛ. У. ГРУППЫ, ПОРОЖДЕННЫЕ ОТРАЖЕНИЯМИ 2 


где N — любое множество гиперплоскостей в E, не пересе- 
кающих А. Если А состоит из одной точки а, то мы будем 
писать Он (а) и Da(a) вместо Он ({а}) и Da({a}). : 


2. Ячейки 


Множество точек в Е, не принадлежащих никакой гипер- 
плоскости Н из множества 9, открыто в Е, поскольку ® 
локально конечно. Более точно, мы имеем следующее утвер- 
ждение: 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ |. Лусть а— точка в Е. Существует вы- 
пуклая открытая окрестность точки а, которая не пересе- 
кает никакой гиперплоскости Н us 9, не проходящей через 
точку а. Далее, существует только конечное число гипер- 
плоскостей из 9, проходящих через а. 


Множество NR гиперплоскостей H, таких, что HEH и 
a& H, локально конечно, ибо оно содержится в 9. Следова- 
тельно, множество U точек в Е, не принадлежащих никакой 
гиперплоскости из множества N, открыто. Так как a = 0, 
то существует выпуклая открытая окрестность а, содержа- 
щаяся в U. Конец предложения очевиден. 


® Пусть даны две точки x и ув Е. Обозначим через Ri x, y? 
отношение: 


„Для любой гиперплоскости À == $ либо x = À и уе Н, либо хиу 
лежат строго по одну сторону от ИН“. 


Ясно, что À — отношение эквивалентности в E. 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Ячейкой в пространстве Е относительно 
множества гиперплоскостей ® называется класс эквивалент- 
ности по определенному выше отношению К. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2. Множество ячеек локально конечно. 
Это очевидное следствие локальной конечности 9. 


Пусть Р — ячейка и a— принадлежащая ей точка. Для 
того чтобы гиперплоскость H € содержала F, необходимо. 
и достаточно, чтобы аеН. Поэтому множество ® таких - 
гиперплоскостей конечно. Их пересечение есть аффинное 
подпространство L пространства E, которое мы будем назы- 
вать аффинным носителем ячейки F. Размерность простран- 
ства L называется размерностью ячейки F. | 

Если À — множество гиперплоскостей HE, не содер- 


жащих. F, то 
F=LN N} D} (a). (2) 
HEN 
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Мы хотим доказать, что замыкание ячейки F задается фор- 


мулой м 
| F=LNf D;(a). (3) 


HEN 


Ясно, что. левая часть равенства содержится в правой. 

Обратно, пусть x= Lf) N Dyu(a). Открытый отрезок с KOH- 
HEN 

цами а и x содержится BL и в каждом D,(a) для HEN, 

а тем самым ив F. Значит, х принадлежит замыканию F, 

откуда и следует справедливость формулы. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 3. Пусть Е — ячейка и L—ee аффинный 
носитель. 

i) Множество Е является открытой и выпуклой частью 
аффинного подпространства L 8 Е. 

ii) Замыкание ячейки Е есть объединение F и ячеек. раз- 
мерности, строго меньшей, чем размерность Е. 

iii) В топологическом пространстве L множество F яв- 
ляется внутренностью своего замыкания. 


Так как открытое полупространство и любая гиперпло- 
скость выпуклы в E, то формула (2) показывает, что Е 
является пересечением некоторого семейства выпуклых мно- 
жеств и тем самым само выпукло. Сверх того, пусть а — 
точка в F и U — ее связная открытая окрестность в E, не 
пересекающая никакой гиперплоскости из семейства N таких 
He, что a & Н. Для любой гиперплоскости Н = À имеем 
тогда UCD, (a), откуда ГПИ CF и, следовательно, F от- 
крыто в топологическом пространстве L. 

Пусть 6 — точка из F—F, принадлежащая ячейке Г”, 
и NR’ — множество гиперплоскостей HEN, проходящих 
через 6. Положим Ж” =) — MN’. Для любой гиперплоско- 
сти Н из MR” имеем DEH u DED, (a), откуда bE Dz(a) 
и, следовательно, Он (5) = Дн (а). Поэтому по определению 
ячейки | 


F=LN ПНП Da, (4) 


HE He 3” 


a из равенства (3) следует, что 


Pout ii N Dy (ayn П D н (а), (5) 


HER’ HEN” 


откуда FF=F. Случай M= @ невозможен, ибо тогда из 
равенств (2) и. (4) следовало бы, что F=F’, вопреки пред- 
ноложению DEF и bEF’. Носителем ячейки F’ является 
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множество L’ = Lf} N H.HoazeLmag&H для A из W, 
HER 

откуда следует, что L’ AL и, наконец, dim ZL’< dim; 

иначе говоря, dimF’<dimF. Этим доказано утвержде- 

ние (11). 

Пусть Н — гиперплоскость из WM um D — открытое полу- 
пространство, ограниченное Н и отличное от D,,(a). Тогда 
b= HAL и ОПГ — полупространство в [, ограниченное 
гиперплоскостью НГ] Г в Г. Следовательно, любая окрест- 
ность точки b в L пересекает DZ, а поскольку Df\L не 


пересекается с Е, как видно из (3), то мы получаем, что 


точка b из F —F не может быть внутренней точкой F в To- 
пологическом пространстве L. Так как F открыто в L, To 
мы получаем утверждение (iii). Ч. Т. Д. 


Следствие. Пусть Е и Е’— две ячейки. Если F =F’, то 
Е и F’ совпадают. 


Это вытекает из утверждения (iii). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 4. Пусть Е — ячейка и L— аффинное под- 
пространство пространства Е — пересечение некоторого 
множества гиперплоскостей из 9. Обозначим через N множе- 
ство гиперплоскостей HE, не содержащих Г. Тогда 
следующие условия эквивалентны: 


(i) существует ячейка F’ с носителем L, пересекающая F; 
(ii) существует ячейка Е’ с носителем L, содержа- 
щаяся в F; 


(iii) существует точка x в ГПЕ, не принадлежащая ни- 
какой гиперплоскости из À. 

_ Если эти условия выполнены, TO [. [|] Эз(Е) — единственная 
ячейка с носителем L, содержащаяся в F. 

(1) = (ii). Так как F — объединение ячеек (предложение 3, 
(ii)), то любая ячейка, пересекающая F, пересекает некото- 
рую ячейку, содержащуюся в РЁ, и, значит, с ней совпадает. 

(ii) > (iii). Для любой точки x из F’ утверждение (iii) 
выполнено, ибо гиперплоскость из 9, содержащая x, со- 
держит F’ u, следовательно, L. 

(iii) =(1. Пусть хр— точка, удовлетворяющая (Ш), и 
пусть F’ — ячейка, содержащая x. Ясно, что F’ пересекает Г. 
Пусть HE. Тогда x&H, если HEN, и очевидно, что 
хе Н, если HEN. Следовательно, носитель ячейки РЁ” 
есть пересечение гиперплоскостей из H—N и совпадает с L. 

Наконец, пусть F’ — ячейка с носителем L, содержащаяся 


BF, и пусть x — точка в F’. Так как никакая гиперплоскость 
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из ЖФ не проходит через x, то предложение | показы- 
вает, что существует ‘выпуклая открытая окрестность И 
точки х, которая не пересекается ни с одной из гиперпло- 
скостей семейства N. Поскольку х принадлежит замыканию 
ячейки F, UNF- 9. Далее, N суть множество гиперпло- 
скостей HE, не содержащих F’, и для любой H из N 
имеем D,(kx)=D,(U)=D,„(UNF)=Dy„(F). Теперь фор- 
мула (2) дает равенство 


F'=LfNDa(F). HAT. Je 


3. Камеры 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Камерой пространства Е относительно 9 
(или просто камерой, если ясно, что за ® имеется -в виду) 
называется любая ячейка в Е относительно %, которая не 
принадлежит никакой гиперплоскости из H 


Пусть О — открытое множество в Е, состоящее из точек, 
которые не лежат ни на какой гиперплоскости из 9. Tak 
как гиперплоскость из ® не может пересекать ячейку и ее 
не содержать, то камерами будут ячейки, содержащиеся 
в U. Любая камера является открытым и выпуклым (а сле- 
довательно, и связным) подмножеством Е по предложе- 
нию 3, (1). Поскольку камеры образуют разбиение множе- 
ства U, они совпадают с связными компонентами в U. 
Любое выпуклое подмножество А в U связно и, следова- 
тельно, содержится в какой-нибудь камере, вполне опреде- 
ленной, если А непусто. Ясно, что камеры — это ячейки 
с носителем Е, и предложение 3, (iii) показывает, что каждая 
камера является внутренностью своего замыкания. Наконец, 
пусть С — камеры и А — непустое подмножество в С. Из 
формул (2) и (3) получаем 


Пома спо. в 
HE HE 


поскольку D,;,(A)=D,(a) для любой точки aE A. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 5. Лусть С — непустое подмножество в Е. 
Предположим, что существует подмножество %’ множества 9, 
обладающее следующими двумя свойствами: 

а) каждой гиперплоскости Н из 9’ можно сопоставить 
открытое полупространство Он, ограниченное гиперпло- 
скостью Н и такое, что C= N Он; 

HES’ 
6) множество С не пересекается. с гиперплоскостями из 


9 — %. 


76 ГЛ. У. ГРУППЫ, ПОРОЖДЕННЫЕ ОТРАЖЕНИЯМИ 3 


При этих условиях С является камерой в Е относи- 
тельно 9 и Dy=D,(C) для любой гиперплоскости HE 9, 

Свойства a) и 6) показывают, что С выпукло в U. Стало 
быть, существует камера С’с Сс С’. Так как CC D,, то 
Dy—=Dy(C) для любой гиперплоскости Н из %’. Отсюда 
получаем C= D (С) > Dg(C), поскольку $C §. По фор- 
муле (6) Dg (С) =С’.и CDC’, такчто C=C’, 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ. 6. Любая точка пространства Е npunad- 
лежит замыканию хотя бы одной камеры. 


Если Е состоит из одной точки, утверждение очевидно. 
В противном случае пусть AGE u H;,..., Am гиперпло- 
скости из 9, содержащие а. Так как D локально конечно, 
то существует окрестность V точки а, которую не пересекают 
гиперплоскости из 9, отличные от M,,..., An. Пусть D — 
прямая, проходящая через а и не содержащаяся ни в какой 
из гиперплоскостей H;. Если хе, xa, и x принадлежит. 
достаточно малой окрестности точки а, то открытый отре- 
зок |ах[ содержится в V и не пересекает никакой НУ. 


В таком случае Jax[ CU. Ввиду связности ]Jax| содер- 
жится в некоторой камере С, откуда a&C. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 7. Пусть L— аффинное подпространство 
в Е и Q — открытое непустое подмножество в L. 

(1) Существует точка а в ©, через которую не проходит 
ни одна гиперплоскость из 9, не содержащая Г. 

(ii) Если L— гиперплоскость и LEY, то существует ка- 
мера, пересекающая Q. 

(iii) Если L— гиперплоскость и LE, то существует. 
точка a в ©, не принадлежащая никакой гиперплоскости 
Hse L'us 9; | 


Обозначим через À множество гиперплоскостей He HEH 
и LG Н и через 8 — множество гиперплоскостей в аффин- 
ном пространстве L вида [ПН, где HEN. Ясно, что % — 
локально конечное множество гиперплоскостей в L, и пред- 
ложение 6 показывает, что Q пересекает некоторую камеру Г 
в L относительно ®. Если а— точка в ГПО, то авЕН для 
всех Н, откуда следует утверждение (i). 


Предположим, что L — гиперплоскость. Всякая гиперпло- 
скость, содержащая L, с ней совпадает. Таким образом, мы 
должны различать два случая: | 

а) LES. Тогда N—H иаеН для всех HEY. Следо-. 
вательно, а принадлежит некоторой камере в Е относи- 
тельно Ÿ. Отсюда следует утверждение (ii). 

6) LES. Тогда N= — {[}, откуда следует (iii). 
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4. Стенки и грани 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3. Пусть С — камера в Е. Назовем гранью 
камеры С любую ячейку, содержащуюся в замыкании С и 
имеющую в качестве носителя гиперплоскость. Назовем стен- 
кой камеры С любую гиперплоскость, которая является но- 
сителем грани камеры С. 


Каждая стенка камеры С принадлежит 9. Предположе- 
ние 4 показывает, что гиперплоскость Г, = является стен- 
_ кой камеры С в том и только том случае, когда C#Dg- из (С). 
Далее, всякая стенка камеры С является носителем един- 
ственной грани камеры С. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 8. Любая гиперплоскость Н из 9 является 
стенкой хотя бы одной камеры. 


По предложению 7, (Ш) существует точка а в H, He 
лежащая ни в какой гиперплоскости Н’ == Н из $. По пред- 


ложению 6 существует камера С, такая, что а С. Пред- 
ложение 4 показывает тогда, что Н является стенкой ка- 
меры С. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 9. Пусть С — камера и M — множество ee 
стенок. Тогда C—Dm(C) и любое подмножество & мно- 
жества 9, для которого С = De(C), содержит kt. Для того 


чтобы подмножество Е замыкания С было ячейкой, необхо- 
димо и достаточно, чтобы оно было ячейкой в Е относительно 
семейства WM. 


а) Пусть ® — подмножество в 9, такое, что С — De (С). 
Рассмотрим гиперплоскость L из 9, но He из Ÿ. Пусть À — 
множество гиперплоскостей HAL из 9. Тогда LCR, откуда 
C= D(C), и Г не пересекает Da(C). По предложению 4 
(импликация (i) = (11)) гиперплоскость L не является стенкой 
PR Следовательно, каждая стенка камеры С принад- 
лежит X. 


6) По-прежнему предполагаем С =. (С). Пусть A — ги- 
перплоскость из Ÿ, которая не является стенкой камеры С; 
положим Y=% —{Н}. Согласно предложению 4 (имплика- 
ция (iii) => (1), выпуклое множество Де, (С) не пересекает Н, 
значит, De (С) = Он(С) и С= О», (С). Проведя индукцию 
по числу элементов множества %, получим, что если Ÿ — KO- 
нечное подмножество в X, не содержащее ни одной стенки 
камеры С, то C= De_ g(C). 

в) Пусть а— точка в С. Тогда очевидно, что CE Dm(a). Пусть 
а’ — точка в Dy (а). Поскольку замкнутый отрезок [aa’] ком- 
пактен, множество & гиперплоскостей Н =, пересекающих 
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[aa’], конечно. Так как а и а’ лежат строго по одну 
сторону от каждой стенки камеры С, то никакая стенка ка- 
меры С не принадлежит %. Поэтому из 6) следует, что 
С = Dg-3(C). Так как a’ & Dg- (а), то a’ EC. Таким обра- 
зом, мы убедились, что Оз (а) < С, а это доказывает первую 
часть предложения. 

г) Для доказательства последнего утверждения предло- 
жения достаточно, очевидно, показать, что подмножество F 


из С, являющееся ячейкой в Е относительно M, будет также 
ячейкой в Е относительно ® или что любая гиперплоскость 
Не $, пересекающая F, содержит F. Пусть, таким образом, 
Н — гиперплоскость, пересекающая А, но не содержащая F. 
Будучи открытым в своем аффинном носителе, F не лежит 


целиком по одну сторону от Н. Значит, и С не лежит це- 
ликом по одну сторону от Н, и, следовательно, гиперпло- 
скость Н не принадлежит 9. Этим заканчивается доказа- 
тельство. 


Замечания. 1) Формула (6) и предложение 9 показывают, 
что замыканием камеры С служит пересечение замкнутых 
полупространств, ограниченных стенками камеры С и содер- 
жащих С. 

2) Пусть Е — ячейка с гиперплоскостью L в качестве HOCH- 
теля. Мы хотим показать, что существуют две камеры, для 
которых Р — грань. Пусть PR — множество гиперплоскостей 


HAL из 9. Положим A—Dy(F) и обозначим через D* 


и D открытые полупространства, ограниченные L. MHoxe- 
ство А открыто и содержит F CL, а поскольку любая точка 


из [ принадлежит замыканию полупространств D* и D 


множества C* =A) D' uC’ = AND” непусты. Они являются 
камерами. Далее, гиперплоскость L пересекает Dy(F)= 


= Dy(C*). Предложение 4 показывает, что [ — стенка ка- 
меры Ст, а ячейка F, пересекающая L(|Dy(F), является 
гранью С*. По Tem xe соображениям F — грань камеры С”. 
Наконец, пусть С — камеры с гранью F, и предположим, 
например, что D* =), (С). Согласно предложению 4, мно- 


жество Dy(C) пересекает F и, следовательно, совпадает 
с Dy(F). Имеем 


C = Dg(C) = D; (C)N Da(C) = D* ПБ»(Р) = 
5. Двугранные углы 


Напомним (Alg., chap. Ц, 3° éd., $ 9, n°3), что два 
аффинных подпространства Р и P’ пространства Е назы- 
ваются параллельными, если существует вектор Ё в Т, такой, 
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что P’=t-+ P. Ясно, что отношение „Ри P’ параллельны“ 
является отношением эквивалентности на множестве аффин- 
ных подпространств пространства EL. 


JIEMMA 1. Две непараллельные гиперплоскости имеют не- 
пустое пересечение. 


Пусть A и Н’Ь— две непараллельные гиперплоскости и 
as H, а’еН’. Тогда найдутся две гиперплоскости М и М” 
векторного пространства Т, для которых Н = М-аи ПН’ = 
— М’ + а’. Поскольку Н и Н’ непараллельны, М = М”, 
откуда T=M-M’. В таком случае существуют = M и 
u’ = М”, такие, что a’ — а=и— и’, и точка u+a—u +a 

принадлежит Hf] H’. 


ЛЕММА 2. Пусть Ни H’ — две различные гиперплоскости 
в E u f, | — две аффинные фучкции на Е, такие, что H 
(соотв. Н”) состоит из точек A&E, в которых f (a) = 0 (COOTB. 
р (a) = 0). Наконец, пусть L — гиперплоскость в Е. Предпо- 
ложим, что выполнено одно из следующих условий: 

а) гиперплоскости Н, Н’ и L параллельны; 

6) гиперплоскости Н и H’ не параллельны и HH’ CL. 

Тогда существуют два вещественных числа À, №, не рав- 
ные одновременно нулю и такие, что Г состоит изаеЕЁ, 
в которых обращается в нуль аффинная функция g = À. FL 
А. 

Утверждение леммы тривиально, если L = H, и мы можем 
предположить, что существует точка a на L, авЕН. Поло- 
жим À =] (а), A’ = — [(а) и 


д=А. М.Г. 


Тогда A’ ~ 0, поскольку à & H. Далее, ввиду Н == Н’ суще- 
ствует точка b = H, не лежащая на AH’, и, значит, f(b) =0, 
Г’ (6) == 0, так что 8 (6) = — [(а).[ (5) отлично от нуля. Мно- 
жество L, точек, в которых обращается в нуль аффинная 
функция с == 0, будет гиперплоскостью в Е, причем ace Ly, 
ибо © (а) =0. 

а) Предположим, что Н и Н’ параллельны. В любой 
точке пересечения /,[]Н обращаются в нуль функции g uf, 
а следовательно, и |’, поскольку A’ — 0. Значит, эта точка 
принадлежит и Н’. Но так как Н и Н’ параллельны и раз- 
личны, TO они не пересекаются и, стало быть, [1 ПН =. 
Лемма | показывает, что L, параллельна Н. Но aelu 
ae L;, поэтому L=[.. 

6) Предположим, что Ни Н’ не параллельны. По лемме 1 
существует точка с в H {|} H’. Снабдим Е структурой вектор- 
ного пространства, выбрав в качестве начала точку с. Тогда 


80 ГЛ. У. ГРУППЫ, ПОРОЖДЕННЫЕ ОТРАЖЕНИЯМИ 6 


HA H’ будет векторным подпространством коразмерности 2 
в Е и, поскольку a  H, векторное подпространство М BE, 
порожденное AfA’ и а, будет гиперплоскостью. Так как 
ANA SCLAL иае ГП bh, т МСБ] Аа, откуда М = 1 =[.. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 10. Пусть С — камера, Н и H’— две ee 
стенки и L— гиперплоскость, пересекающая D}(C)f Dy (C). 
Предположим, что Н отлична от Н’ u что выполнено одно 
из следующих условий: 

а) гиперплоскости Н, Н’ и L параллельны; 

6) гиперплоскости Н u H’ не параллельны и НПН’ с Г. 

Тогда L пересекает С. 


Пусть 6 (соотв. 5’) — точка на грани камеры С с носи- 
- телем Н (соотв. Н’). Совершенно очевидно, что любая точка 
отрезка [56’], отличная от Би Db’, принадлежит камере С. 

Рассмотрим аффинную функцию [, обращающуюся в нуль 
на Н и такую, что f(x) > 0 для x из Он(С). Введем анало- 
тичную аффинную функцию [для гиперплоскости` H’. При- 
меняя лемму 2, мы можем найти числа À, A’ и аффинную 
функцию g, обладающие указанными там свойствами. Тогда 
(A, 1’) (0, 0) и для любой точки x из LNDy(C)NDyr (С) 
будет f(x)>0, [(х)>0, а ÀA.f(x)+2’.f" (x) —0, откуда 
AN <0. Сверх того g(b)=A’.j’(b) и g(b’)=A.f(b’), а так 
как f(b’)> 0, f/(b) > 0, то g(b).g(b’) <0. Точки b и b’ ле- 
жат строго по разные стороны OT гиперплоскости L, и cy- 
ществует точка с из [, лежащая Ha [bb’] и отличная от b, 
db’, а потому принадлежащая С. | 


6. Примеры: симплициальные конусы и симплексы 


а) Пусть а — точка пространства Eu (e,, ..., e,) — базис 

в Г. Любая точка из Е записывается тогда однозначно 
в виде | 

х=аё.е + ... Eg eas (7) 

где Ё,..., €; — вещественные числа. Обозначим через e; 


аффинную функцию на E, которая при любом хеЁ, запи*- 
‘санном в виде (7), принимает значение E;. Обозначим, далее, 
через Н; гиперплоскость, состоящую из тех X, для которых 


e;(x)—0, а через $ множество гиперплоскостей H,, ..., Hy. 

Для любого подмножества J множества [={1, 2,..., а} 

положим Н,= [) Н:. Для любой последовательности 
ЕЛ 


(=, :.., &g) чисел, равных 0, | или —1, обозначим через 
Е(=,..., ва) множество тех хе Е, для которых е;(х) имеет 
тот же знак (Общ. Ton., гл. IV, $3, n°2), что ив;, при 
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всех i из [. Ясно, что ячейками в Е относительно ® будут 


множества F (1, ..., а) и что эти множества попарно раз- 
личны. Носителем ячейки Р (81, ..., &,) служит Hy, где J — 
множество i@/J, таких, что €; =0. В частности, камерами 
будут множества вида РЁ (81, ..., &,), где каждое из чисел 8; 
равно | или —|. 

Множество С = (1, ..., 1), состоящее n3 x с е;(х) > 0 


при любом ie@/, является камерой, которая’ называется 
открытым симплициальным конусом с вершиной а, опреде- 
ленным базисом (е1,..., e4). Его замыкание при d> 1 co- 
стоит из точек X, таких, что е;(х)>0 для любого iel. 
B противном случае замыкание пусто. Для любого подмно- 
жества J C1 обозначим через С, множество точек X про- 
странства E, для которых 6; (x) =0 при ie] ие; (х) > 0 при 
iel—)J. Тогда C,— ячейка с носителем H,, являющаяся 
открытым симплициальным конусом с вершиной а в аффин- 
ном пространстве H,. Далее, С = (J C,. В частности, стен- 
СЕ 

ками камеры С служат гиперплоскости Н; для El, а ее 
грань, содержащаяся в Н;, совпадает с Cy}. 

Ни одно из множеств H;, H,, С, Си F(e,..., &g) не 
изменится, если перейти от базиса (2, ..., €) к базису 
(le, ..., Age) с > 0 при всех i. 


6) Пусть теперь в E задана аффинно AT A система 
точек, скажем (а, а, ..., Ay). Известно, что каждая точка 
в Е однозначно записывается в виде х=&.а-... + Ey. ах, 
Pie Eh 4e ‚ 5a — вещественные числа и &- ... +& >| 
(Alg., chap. II, 3° éd., $ 9, n°3). Определим аффинные функ- 
ции fo ..-, [ds Полагая, что функция f; ставит в соответствие 
каждой точке х число & из предыдущей формулы. Обозна- 
чим через Н; гиперплоскость в E, определенную уравне- 
нием [;(х)=0, а через ® множество гиперплоскостей Ho, 

‚..., На. Наконец, положим [=\{0, 1,..., а}. Назовем 
открытым симплексом с вершинами Ay ..., аз множество С 
точек x из Е, таких, что f;(x) > O0 для любого [Е [. Это 
одна из камер в Е относительно 9. Замыкание С камеры С 
состоит из точек x ЕЁ, таких, что |; (x) >0 для любого i= 1. 
Это выпуклая оболочка конечного множества {Ay ..., Ag}, 
и легко видеть, что экстремальными точками С будут 
Ч, ..., Ay. 

Для любого подмножества J CJ, отличного от J, поло- 
жим Н,== [`) Н; и обозначим через С; множество точек x 


ie] 
из Е, таких, что | (х) > OnpniekKuf;(x) <0 npniel—]J. 
Множество С, является открытым симплексом в аффинном 
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пространстве A, с вершинами а; для i=l—J. Имеем 
Сис b= TC RE пля ТР: "Далее С, 


JAI 
ячейка с носителем Ну). В частности, стенками камеры С 
служат гиперплоскости Ну, ..., На, а Су — грань, лежащая 


В H;. 

Для всякого непустого подмножества K C/ обозначим 
через By множество точек x из Е, таких, что [; (х) > 0 при 
ie K и f;(x) <0 при Е+ЕГ-— К. Множества By будут каме- 
рами в Е относительно 9, причем B,=C. Легко видеть, 
что С компактно. Напротив, если К — отличное от / под- 
множество в [ мощности р, то камера By содержит после- 
довательность точек X,, определенную при N 22 условиями 


f(x.) | n для ТЕК, 

Ее) == | 

Sh (l—pn)(d+1—p) для iel—K. 

Этим доказано, что By не является относительно компактным. 


$ 2. Отражения 


В этом параграфе символом К обозначается коммутатив- 
ное поле, характеристика которого начиная с п°2 будет пред- 
полагаться отличной OT 2. Обозначим через V векторное 
пространство над К. | 


1. Псевдоотражения 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Эндоморфизм $ векторного простран- 
ства У называется псевдоотражением, если эндоморфизм 
| —$ имеет pane 1. 


Пусть $ — псевдоотражение в V и ОД — образ 1 —$. По 
определению размерность D равна 1. Поэтому при заданном 
векторе a= 0 из D существует ненулевая линейная форма а" 
на И, такая, что х— $(х) =(х, a’).a для любого x из V. 

Обратно, пусть. заданы вектор а =Е0 в V и линейная 
форма а“ 5-0 на И; формула 


Sa OR а). а (ХЕХ) (1) 


определяет псевдоотражение 54, a* Образ эндоморфизма 
| — Sy, аа порождается вектором а, а ядром служит гипер- 
плоскость в И, состоящая из X, таких, что (x, а“) =0. Если 
У" — дуальное к И пространство, то ясно, что эндомор- 
OH3M Sa à Пространства И”, сопряженный С $4, а*, является 
псевдоотражением, определенным по формуле 


Sa, а(х“) == х* — (a). (“ЕТ”). _ (2) 
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Назовем псевдоотражением (вдоль) ненулевого вектора а 
любое псевдоотражение $, для которого а принадлежит образу 
| —$. Гиперплоскостью псевдоотражения $ назовем ядро 
эндоморфизма |—$, T. е. множество векторов X, таких, 
что 8) ==>», 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 1. Пусть G—epynna и p—ee линейное 
неприводимое представление в векторном пространстве V. 
Предположим, что существует элемент g группы G, такой, 
что 0(g) — псевдоотражение. 

(i) Любой эндоморфизм пространства У, коммутирующий 
с p(G), есть гомотетия, и о абсолютно неприводимо. 

(ii) Предположим, что У имеет конечную размерность. 
Пусть В — ненулевая билинейная форма на V, инвариант- 
ная относительно P(G). Тогда форма В невырождена, сим- 
метрична или же антисимметрична и любая билинейная 
форма на V, инвариантная относительно P(G), пропорцио- 
нальна форме В. 


Пусть и — эндоморфизм пространства У, коммутирующий 
с o(G). Пусть, сверх того, g — элемент группы С, такой, 
что p(g) — псевдоотражение, и О) — образ эндоморфизма 
|1 —0(5). Поскольку D имеет размерность 1 и u(D) CD, 
в К существует такой элемент a, что и —&а.1! равно нулю 
на D. Ядро N эндоморфизма и — a.l будет тогда вектор- 
ным подпространством пространства И, устойчивым OTHO- 
сительно P(G) и ненулевым, поскольку оно содержит D. 
А так как представление 9 неприводимо, то № =! ии=а.|. 
Вторая часть утверждения (i) вытекает из первой в силу 
следствия предложения D из Алг., гл. VIII, $ 13, n° 4. 


Пусть N (соотв. N’) — подпространство в V, состоящее 
из x, таких, что B(x, у) =0 (соотв. В (у, x) =0) для любого 
вектора y из ИУ. Ввиду инвариантности В относительно р (G) 
оба подпространства N и N’ устойчивы относительно P(G) 
и отличны от V, поскольку В = 0. Ho р неприводимо, по- 
этому N = №’ =0, u, таким образом, форма В невырождена. 

Так как V имеет конечную размерность, то всякая били- 
нейная форма на нем имеет вид 


В’ (x, у) = В (и (x), y), (3) 


где и — надлежащий эндоморфизм пространства У. Если 
форма В’ инвариантна относительно P(G), то эндоморфизм u 
коммутирует с p(G). Действительно, пусть X, у — элементы 
из У и g — элемент группы G. Инвариантность форм В и В’ 
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относительно P(G) влечет равенства 


В (и (р (5) (х)), y) = B’ (р (g (х)), y) = B’ (x, р (87) (y)) = 
= В (и (x), 0 (g~')(y)) = В (© (g){u (x)), y), 


откуда ввиду невырожденности В получаем и (р (2) (х)) = 


=0(5) (и (х)). Согласно (i), в К найдется элемент Q, для ко- 


- Toporo u==a.l,; т. е. Bi =a.B. 

Применяя этот результат, в частности, к билинейной 
форме B’(x, у) = By, x), получаем By, х) =а.В(х, и) = 
=@?. B(x, у) для любых двух векторов x, у из V, а no- 
скольку форма В ненулевая, &?— 1, откуда a—1l или же 
а —= — |. Таким образом, форма В либо симметрична, либо 
антисимметрична. 


2. Отражения 


Напомним, что впредь, если специально не оговорено 
противное, характеристика поля К предполагается отличной 
от 2. Отражением в пространстве У мы называем любое 
псевдоотражение $, для которого s*=1. Если $ — какое-ни- 


будь отражение, то обозначим через И; ядро эндоморфизма 
s— 1, а через У; ядро эндоморфизма s+ I. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2. Пусть $ — эндоморфизм пространства Г. 


(1) Если $ — отражение, то У — прямая ARE eunepnao-. 


скости Vs и прямой V5. 

(ii) Обратно, пусть У — прямая сумма гиперплоскости Н 
и прямой D, причем $(х)=х и s(y)=—y для хеН и 
y & D. Тогда $ — отражение и Н=У;, ар =И:;. Наконец, D 
совпадает с образом эндоморфизма 1 — $. 


(i) Если 5 — отражение, то Vi — гиперплоскость. Если x 


принадлежит Уз ПИз, To x=s(x)=—x, откуда х=0, ибо 
характеристика поля К отлична от 2. Наконец, для любого х 
из V вектор x’=s(x)-+x (соотв. x” —s(x) — x) принадле- 
жит Vi (соотв. Vs), поскольку s°—1, и мы имеем 2x — 
= x’ — x”. Поэтому И есть прямая сумма подпространств И; 
и Vs, причем Г; имеет обязательно размерность |, ибо 
У; — гиперплоскость. 


(ii) В соответствии с сделанными предположениями каж- 


дый элемент пространства У единственным образом записы- 


вается в виде о=х-у, где хеЕН, уери $(9) =х- у. 
Отсюда немедленно вытекает утверждение (1). 
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_ СлЕедствиЕ. Если пространство У конечномерно, то опре- 
делитель всякого отражения равен —1. 


Пусть $ — отражение в пространстве И. Согласно предло- 


жению 2, (i), существует базис (e,, ..., e,) пространства И, 
для которого 5$ (е,) =е,; ..., $(е,-1) =, и S(e,)—=—e,, 
откуда следует, что dets = — 1. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 3. Лусть $ — отражение в У. 
(ii) Для того чтобы подпространство У’ пространства И 


было устойчиво относительно $, необходимо и достаточно, 


чтобы либо У; < У’, либо V’ CVS. 
(iii) Для того чтобы эндоморфизм и пространства У 
коммутировал с $, необходимо и достаточно, чтобы под- 


пространства У; u И; были устойчивы относительно и. 


(i) Если V’ CVS, то $(х)=х для всех x из V’, откуда 
s(V’) SV”. Предположив, что У; CV’, для любого x из У” 
будем иметь S(x)—x GV, CV’, откуда $(х) У” и снова 
s(V’) CV’. Обратно, предположим, что $(9’) с |’. Если 
У’ У, то существует x в V’, для которого $ (х) x. Or 
личный от нуля вектор а =$(х) — х принадлежит прямой Vs 
и, следовательно,. ее порождает. Так как а У”, TOV, CV’. 

(11) Предположим сначала, что и коммутирует с $. Если 
x — вектор, такой, что s(x)=e.x (где в = + 1), то $ (и (х)) = 
и ($ (х)) ==.и(х) и, следовательно, подпространства Vi nV; 
устойчивы относительно и. Обратно, предположим, что VS 
и И; устойчивы относительно и. Ясно, что тогда эндомор- 
физм us— su равен нулю Ha И; и Vs, а так как V — пря- 
мая сумма И; uV;, то us — зи =0. 

СЛЕДСТВИЕ. Для того чтобы два различных отражения $ 
и и были перестановочны, необходимо и достаточно, чтобы 


Der uve Cy. | 

Действительно, если Vs Vi и И; eV, то предло- 
жение 3, (i) показывает, что Vi и И; устойчивы oTHCCH- 
тельно $, и тем самым su=us в силу утверждения (ii) 
предложения 3. 

Обратно, если su = из, то в силу (ii) подпространство Vs 
устойчиво относительно и; утверждение же (i) показывает, 
что здесь возможны только два случая: 

а) Vu СИ, . Оба эти ‘пространства, имея размерность |, 
совпадают, и поэтому И; Vi. Так как Их устойчиво отно- 
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сительно $, то Vi VS, и эти гиперплоскости совпадают. 
Но тогда $ = и, а это по условию исключено. 


6) У; <И!. Образ эндоморфизма 1 — $ тогда содержится 
в ядре эндоморфизма l —u, откуда (1 —и).(1 — $) =0. Так. 
как и, $ коммутируют, то и (1 — $). (1 — и) =0, т.е. V, Vi. 


Замечание. Пусть a0 в Г и а" — ненулевая линейная 
форма на У. Из формулы (1) получаем 


5 (= x (а, а") — 2) (x, а") „а, 
и, следовательно, Sy, а* Является отражением в том и только 
в том случае, если (а, а”) =2. При этом Sq а* (а) = — а. 


3. Ортогональные отражения 


Предположим, что У конечномерно. Пусть В — невыро- 
жденная билинейная форма на V. Согласно предложению 4 
из Алг., гл. IX, $ 6, n° 3, для того чтобы отражение $ BV 
оставляло форму В инвариантной, необходимо и достаточно, 


чтобы подпространства У; и И; пространства V были 
взаимно ортогональны относительно В. В этом случае они 
будут неизотропны. Далее, для любой неизотропной гипер- 
плоскости Н в И существует, и притом единственное, отра- 


жение $, сохраняющее В и тождественное на Н. Это не что 
иное, как симметрия относительно Н (Алг., гл. IX, $ 6, 
n° 3). Если а — ненулевой вектор, ортогональный к H, то 
_B(a, а) == 0, и отражение $ задается формулой 


BERGEN.) 


Ba, à) -a для любого xeV, (4) 


sr 
что следует из формулы (6) в Алг., гл. IX, $ 6, n° 4. Пре- 
образование $ называют также ортогональным отображе- 
нием относительно гиперплоскости Н. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 4. Пусть V — конечномерное пространство, 
В — невырожденная симметрическая билинейная форма наТ, 
X — подпространство в V и X° — ортогональное дополнение 
к Х относительно формы В. Пусть, наконец, $ — ортого- 
нальное отражение относительно неизотропной гиперпло- 
скости H 8 V. Тогда следующие условия эквивалентны: 

(1) Х устойчиво относительно $; 

(ii) XP устойчиво относительно $; 

(iii) À содержит X или X°, 


Имеем V3 — H, а по упомянутым выше соображениям И; 
<овпадает с ортогональным дополнением H° к Н относи- 
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тельно В. Для устойчивости Х относительно $ в силу пред- 
ложения 3, (i) необходимо и достаточно, чтобы X CA или 
H’CX. Но, согласно следствию | предложения 4 из Ane., 
гл. IX, $ 1, n° 6, включение H°CX эквивалентно вклю- 
чению X°CH. Тем самым доказана эквивалентность (i) 
и (iii). Эквивалентность (ii) и (iii) получается, если поменять. 
местами X и X°, поскольку (X) =X. 


4. Ортогональные отражения в аффинном евклидовом 
пространстве 


Сохраним обозначения предыдущего пункта. Пусть Е — 
аффинное пространство, для которого V — пространство- 
переносов. Задание формы В на У наделяет Е структурой 
евклидова пространства (Алг., гл. IX, $ 6, n° 

Пусть Н — неизотропная гиперплоскость в Е. Симметрия 
относительно A (Алг., гл. IX, § 6, n° 6) называется также 
ортогональным отражением относительно Н. Мы будем 
обозначать его через $„:; Тогда $„ — 1 и $, — единственное 


перемещение (там же, определение 3) пространства Е, от- 
личное от тождественного и оставляющее на месте все эле- 
менты гиперплоскости Н. Автоморфизм пространства У, 
ассоциированный с Sy, есть ортогональное отражение отно- 
сительно направляющей гиперплоскости для À (которая 
является неизотропной гиперплоскостью в Г). 

Любой элемент хеЕ однозначно записывается в виде 
x=h+vucheH un ve V, ортогональным к Н. Имеем 


Sy(h+v)=h—v. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 5. Пусть Н и H’— две параллельные и 
неизотропные гиперплоскости в Е. Тогда существует един- 
ственный вектор VEV, ортогональный к Н u такой, что’ 
H’ =H-+0. Перемещение $н$н’ есть перенос на вектор 25. 

Существование и единственность вектора V очевидны. 
Автоморфизм пространства У, ассоциированный с SiS yo 
тождествен, поэтому Sy, * Sy — перенос. С другой стороны, 
если a& HH’, то алое Ни 

SS 


н (а — 9) =S,,(a — о) =a+v=(a—v) + 20, 


а это показывает, что S,,,S,,— перенос на вектор 20. 


Следствие. Пусть Н и H’ — две параллельные eunep- 
плоскости, отличные друг от друга и неизотропные. Если 
характеристика поля К равна нулю (соотв. р>0, р== 2), 
то группа перемещений пространства Е, порожденная Syy 
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и Syn является бесконечной (соотв. порядка 2p) диэдраль- 
ной группой. 

В самом деле, согласно предложению 2 из n°2, $ | 
гл. IV, достаточно проверить, что S,,,S,, имеет бесконечный 


порядок (соотв. порядок р), а это очевидно. 


Замечание. Вернемся к обозначениям предложения 5 и 
предположим вдобавок, что К =В. Пусть s=s,us’=s,. 
Пусть, далее, H, — гиперплоскость Н-П. и C, — множе- 
ство точек из Е вида a+é.v, где ае+Нип<Е<п- 1. 
Тогда C, — открытые связные множества, образующие раз- 


биение множества E —(JH,. Следовательно, это камеры, 


определенные системой Н = (Ни), ув Е. Перенос (s’s)" пере- 
водит камеру С == Су в камеру Си, а так как $ (C5) —=C;, то 
{$’5)" $ (С) =С.„-!. Таким образом, диэдральная группа W, 
порожденная элементами $ и Ss’, действует просто транзи- 
тивным образом на камерах C„. Покажем, далее, что если 
камеры С и w(C) лежат по разные стороны от гиперпло- 
скости H (для weW), то l(sw)—1l(w) —1 (длина рассма- 
тривается относительно системы образующих S={s, s’} 
(гл. IV, $ 1, n°1). Действительно, тогда в (С) =С, c n< 0. 
Если n——2k, то w == (557) и sw = (ss) "sr, откуда !(w)—=2k 
и [(sw)—2k—1 (гл. IV, $ 1, n°2, замечание). Если n= 
—— 2k — 1, то w =(ss’)*s и sw =(s’s)*, откуда / (w) = 2k + 1, 
a l(sw) —2k. 


5. Дополнения о вращениях на плоскости 


В этом n° через У будет обозначаться вещественное век- 
торное пространство размерности 2, снабженное скалярным 
произведением (т. е. невырожденной положительной симме- 
трической билинейной формой) и ориентацией. Меры углов 
будут браться относительно основания 2л; поэтому главной 
мерой угла между полупрямыми (соотв. прямыми). является 
вещественное число 6, такое, что OO < Qn (соотв. 0<0 < x) 
(Общ. топ., гл. VIII, § 2, n°3 и 6). Для любого веществен- 
ного числа 0 назовем, допуская вольность речи, углом 0 
угол, мера которого равна 0, и обозначим через оз враще- 
ние Ha угол 0 (Алг., гл. IX, $ 10, n°3). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 6. Пусть $ — ортогональное отражение отно- 
сительно прямой D в У. Если А и A’ — две полупрямые 
с началом 0 (соотв. две прямые, проходящие. через 0) про- 
«транства У, то | 


(SA), sa) = — (X, A’) (mod 2x) (соотв. (mod л)). 
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Пусть и—вращение, переводящее À и A’. Так Kak su—opTo- 
гональное преобразование в V с определителем —1, то оно. 
будет отражением и поэтому (su)? == 1. Следовательно, y" le 
— sus”! переводит s(A) в s(A’), откуда и следует пред- 
ложение. . 


Следствие. Пусть О) u D’— 0ве прямые в У u 8 — мера 
PTT 
угла (D, О’). Тогда Ss Sy = Pog. 
Известно, что S,,S, — вращение, поскольку ero опреде- 
литель равен 1. Пусть A и A’ — полупрямые с началом 0, 
содержащиеся в D и D’. Тогда 


(А, SpSp (A)) = (A, $, „Ау (A, №?) — (A, те hc 
Te 


м 
= (A, A’) + Gs, (A’), Sp, ‚N)= 
ie in a, 
= (A, A’) — (A, A) = 2(A, A’) (mod 2x), 
что и дает следствие. 
Пусть теперь А и А’ — две полупрямые в И, такие, что, 
AN и Az — А, 


и пусть $ и $’ — ортогональные отражения относительно. 
прямых D и D”, содержащих A и A’, Пусть 0 — главная 


мера угла (D, D’). Если 0 = nQ, то обозначим через m наи- 
меньшее целое число 21, для которого тд ел. Если 
9 = лО, то положим т == со. Пусть W — группа, порожденная 
отражениями $ и 5". 


IIPERNOXEHHE 7. Группа W — диэдральная группа (гл. IV, 
$ 1, n°2) порядка 2m. Она состоит из вращений Pong U 
произведений Pongs для NE Z. Образы прямых D и D’ отно- 
сительно группы № совпадают с образами прямой D отно- 
сительно вращений Po для ПЕЙ. 


Следствие предложения 6 показывает, что порядок S’S 
равен m, откуда вытекает первое утверждение. Значит, эле- 
менты группы W имеют вид (5’5)" = 0,0 или (5$’$)" $ = 0516$. 
Отсюда получается последнее ен поскольку D’ == 


6% Po (D). 


СЛЕДСТВИЕ. Пусть С — открытый угловой сектор — объеди- 
нение ‚открытых полупрямых А с началом 0, для которых 


0 < (À, à A,) < 0. Для того чтобы образы прямых D u О’ отно- 
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сительно W не пересекали С, необходимо и достаточно, 
чтобы т было конечным и чтобы 


9 = s/f. 


Если m—o, то образ множества чисел nd (n= Z) плотен 
в R/2nZ (Общ. топ., гл. УП, следствие предложения 11). 
Поэтому объединение образов D относительно W плотно в И 
и пересекает С. Если т конечно и B=kn/m, |< Е < m, где 
целые À и т взаимно просты, то существует целое число A, 
такое, что ИК ==| modm. Тогда (D, о. (D)) =л/т (mod x) и 
0, (D) пересекает С. Это показывает, что условия следствия’ 
‘необходимы. Обратное утверждение очевидно. 


Замечание. Пусть т конечно и 0 =л/т. При n = 060- 
значим через C, объединение открытых полупрямых A, 
€ началом 0, таких, что 


no < КЛ) <(n + 16. 


Тогда С, для —m<n< т суть связные открытые множе- 


ства, образующие разбиение множества Е — UD, (мы пола- 
п 

гаем О, =р„о(0)). Значит, это камеры, определенные BE 

системой т прямых D, (1 <п=< т). Имеем Cop = dogg (С) и 

Cor—1 == Paros (С). Кроме того, С„==С тогда и только тогда, 

когда n=2mZ. Следовательно, группа № действует на ка- 

‚меры C„ просто транзитивным образом. 

Докажем, наконец, что если элемент и = М таков, что 
камеры С и w(C) лежат по разные стороны от прямой D, 
то I(sw) =I!(w) — 1 (длина берется относительно системы 
S = {5, s’}). Действительно, тогда w (С) = С„, где —т<и< 0. 


Если и = — 2k, то w =(ss’)* и sw==s’ (ss’)*—', откуда 1 (w)—2k 
и [(sw)—2k—1 (гл. IV, $ 1, n°2, замечание). Если п== 
==—2k+1, To 


w=(ss’)*'s и sw =(s’s)*', 


откуда l(w)—2k — 1 u l(sw)=2k — 2. U.T. Д. 


$ 3. Группы перемещений, порожденные отражениями 


В этом параграфе через Е обозначается вещественное 
аффинное пространство конечной размерности 4 и через 
Т — его пространство переносов. Предполагается, что Т снаб- 
жено скалярным произведением (т. е. невырожденной поло- 
жительной симметрической билинейной формой), обозна- 
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чаемым через (f|?’). Для любого вектора t@T положим 
lé = (6 12)”. Функция d(x, y)=||x — y|| есть расстояние Ha E, 
определяющее топологию пространства E ($ 1). 

Обозначим через ® некоторое множество гиперплоскостей 
в Е и через № группу перемещения евклидова простран- 
ства Е, порожденную ортогональными отражениями Sy OTHO- 
сительно гиперплоскостей HE ($2, n°4). Предположим, 
что выполнены следующие условия: 


(ПТ) для любого ше и любой гиперплоскости H = 
гиперплоскость w(H) принадлежит множеству 9; 

(П2) группа W, снабженная дискретной топологией, дей- 
ствует в Е собственно разрывно. 


Поскольку Е локально компактно, замечание в $ 4, n°5 
книги Общ. топ., 3-е изд., гл. Ш, показывает, что условие (П2) 
эквивалентно следующему: 


(72) каковы бы ни были компактные подмножества К 
и L пространства Е, множество элементов w = W, для кото- 
рых w(K) пересекается с L, конечно. 


1. Предварительные результаты 


JIEMMA |. Множество гиперплоскостей ® локально конечно. 


Действительно, пусть К — компактное подмножество в Е. 
Если гиперплоскость Н € ® пересекает К, то множество Sy (К) 
тоже пересекает К, поскольку любая точка из К [|] À остается 
на месте при действии sy. Поэтому множество À @ $, пере- 
секающих К, должно быть конечно в силу условия (П/’2). 

Таким образом, к Е и $ можно применять определения и 
результаты $ 1. Мы будем называть просто камерами, ячей- 
ками, стенками и т. д. относительно № камеры, ячейки, 
стенки и т. д., определенные в Е множеством 9. Переме- 
щение WE переставляет между собой камеры, ячейки, 
стенки и T. д. 


JIEMMA 2. Пусть С — камера. 

(i) Для любого x GE существует элемент w = W, такой, 
что и (х) ЕС. 

(ii) Для любой камеры С’ существует элемент в У, 
такой, что w(C’)=C. 

(iii) Группа W порождена множеством ортогональных 
отражений относительно стенок камеры С. 


Пусть Yt — множество стенок камеры С и Wy — группа, 
порожденная отражениями относительно стенок камеры С. 
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Докажем утверждение (i). Пусть хеЁЕи J — орбита точки x 
относительно группы Wy». Достаточно доказать, что J пере- 
секает С. 

Пусть а — точка камеры CG: Существует замкнутый шар B 
€ центром а, пересекающий орбиту J. Так как шар В ком- 
‘пактен, то условие (П’”2) из n°1 показывает, что множе- 
ство Bf} J конечно. Поэтому существует точка y € J, такая, что 


d(a, y)<d(a, у’) для всех y’ из J. (I) 


Мы хотим доказать, что y=C. Для этого достаточно пока- 


зать, что если H — стенка камеры С, To y = D},(C) (см. § I, 
n°4, предложение 9). Так как Sy = W oy? то $, (и) =, откуда 


{рис. 1) 
а (а, у)’ <d(a, зн (у) (2) 


в силу неравенства (1). Существуют точка be Hu два век- 
тора Ги и, такие, что а=Ь Е, y=b- u и вектор и орто- 


$н(У) 


b 


Рис. 1. 


гонален к Н. Тогда sH(y)—b—u и неравенство (2) экви- 
валентно неравенству (Е — и | — и) < (Е и|Е- и), или, что 
равносильно, неравенству (t|u)2>0. Из этого неравенства 
следует включение y & Dy(C). 

(ii) Пусть С’ — какая-то камера и a’ С”. По только что 


доказанному существует w = Wy, для которого ш-!(а”) EC. 
Следовательно, камера С” пересекается с w(C). Но так 


как w(C) есть объединение камеры w(C) и ячеек с пустой 
‚внутренностью ($ 1, n°2, предложение 3), то С’ == w (С). 

(iii) Чтобы доказать равенство W = Wy, достаточно дока- 
зать включение S,,= W,, для всех H’ =. Но H’ — стенка 
по крайней мере одной камеры С” ($ 1, n° 4, предложение 8), 
и существует ше Wy», для’ которого С’ == & (С). Следова- 
тельно, существует стенка Н ки С, такая, что H’=w (A), 
откуда $, =W.S,.W'EW,. 
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2. Связь с системами Кокстера 


| ТЕОРЕМА 1. Лусть С — камера и $ — множество отраже- 
ний относительно ее стенок. 

(i) Пара (№, $) есть система Кокстера. 

(ii) Пусть weEW u Н- стенка камеры С. Соотношение 
I(s„w) >I(w) означает, что камеры С и w(C) находятся 
по одну и ту же сторону от гиперплоскости Н. 

(111) Для любой камеры С’ существует единственный эле- 
мент и ЕТ, такой, что & (С) = С". 

(iv) Множество гиперплоскостей Н, для которых Sn & И, 
совпадает c 9 


Каждый элемент множества S имеет порядок 2, a по 
лемме 2 группа W множеством $ порождается. Для любой. 
стенки Н камеры С обозначим через P,, множество w =, 
таких, что камера С и камера w(C) (которая He пересе- 
кает Н) лежат по одну сторону от Н. Мы должны про- 
верить условия (А’), (B’) и (В) из гл. ТУ, $ I, 

(A’) 1еРн. Это очевидно. 

(Б’) Py не имеет общих элементов с $н.Рн. В самом 
деле, w(C) и $5ни(С) находятся по разные стороны OT A, 
и, значит, если (С) лежит по ту же сторону от Н, что и С, 
то $н® (С) — по другую. 
| (В) Пусть we& Py u Н’ — стенка камеры С, для которой 
05, &P,. Нам нужно доказать, что WS „—S,w. По пред- 
‘положению w(C) лежит по ту же сторону от Н, что и С, 
а и5,,(С) — по другую сторону. Значит, ws,,(C) и в (С) 
будут по разные стороны OT Н и соответственно камеры $,,, (С) 
и С лежат по разные стороны гиперплоскости w—'(H). Пусть 
а — точка грани камеры С с носителем MH’. Точка a=s,,(a) 
принадлежит замыканиям двух камер С и $,, (С), которые 
соответственно содержатся в двух открытых полупростран- 
‘ствах, ограниченных &-'(Н). Поэтому a = w-!(H) и, значит, 
_Н’= &-'(Н). Приходим к заключению, что S„—=w7'!s,w, 
откуда WS,,, — Sy. 

Коль скоро это установлено, он (1) и (11) сле- 
‚дуют из ee 6 гл. IV, § 1, n° 7. Кроме того (там же, 


‘условие (А)), 
П Pu=ü) (3) 


HEN 


Лемма 2 показывает, что № действует на множестве 
‘камер транзитивно. Если, далее, элемент & = таков, что 
® (С) =С,. To we Py для любой стенки Н камеры С, откуда 
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в соответствии с (3) w =1. Тем самым доказано утвержде- 
ние (111). 

Пусть, наконец, A — гиперплоскость, для которой Sy=W. 
Если бы H & Ÿ, то существовала бы по крайней мере одна 
камера С”, пересекающая Н ($ 1, n° 3, предложение 7). 
Каждая точка пересечения À [| С’ инвариантна относительно Sy 
и тем самым принадлежит камерам С” и s„(C’). Значит, 
C’ =s,,(C’), что противоречит (iii), поскольку Sy Æ 1. 


Следствие. Пусть ХУ — множество отражений, поро- 
ждающее группу W. Тогда всякое отражение, принадле- 


жащее W, сопряжено с каким-нибудь элементом множества 2. 


Пусть 9’ — множество гиперплоскостей вида w (Н) с w=W 
и He, такими, что $неУ. Поскольку № порождается 
семейством ($); — g И множество >’ устойчиво относительно W, 


мы можем применить к © вместо © все результаты этого N°. 
Но теорема 1, (iv) показывает, что всякое отражение группы W 
имеет вид Sy с He’, откуда и вытекает утверждение 
следствия. 


3. Фундаментальная область. Стабилизаторы 


Напомним (Интегр., гл. УП, $ 2, n° 10, определение 2), 
что множество D пространства Е называется фундаменталь- 
ной областью для группы М, если любая орбита в Е отно- 
сительно W пересекает D в одной и только одной точке. 
Это эквивалентно следующим двум условиям: 


а) для любого x GE существует элемент w = W, такой, 
что W(x) = D; 

6) если x, ySDuweEeW таковы, что y=w(x), To у=х 
(но возможно, w F 1). 


Докажем три следующих утверждения. 


ТЕОРЕМА 2. Какова бы ни была камера С, ее замыкание С 
является фундаментальной областью для группы W, дейст- 
вующей на Е. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 1. Пусть .F — ячейка, С — камера, такая, 


что FCC, и пусть ше. Следующие условия эквивалентны: 
(1) w(F) пересекает F; 
(11) w (ЕР) =F; 
(iii) w (F) =F; 
(iv) w оставляет неподвижной хотя бы одну точку из F; 
(У) w оставляет неподвижной каждую точку Е ячейки F; 


(vi) и оставляет неподвижными все точки замыкания Е; 
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(vii) w принадлежит подгруппе в W, порожденной отра- 
жениями относительно стенок камеры С, содержащих F. 


Для любого подмножества ACE обозначим через W (A) 
подгруппу в W, состоящую из элементов, которые оставляют 
неподвижными все точки множества А. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2. Пусть А — непустсе подмножество в E, 
>, — множество гиперплоскостей He, содержащих A, 
A’ — пересечение гиперплоскостей HE, u F — ячейка в E, 
открытая в A’ ($ 1, n° 3, предложение 7). Тогда W(A)— 
— (A’)=W(F) и И (А) порождается отражениями относи- 
тельно гиперплоскостей из Ÿ y. 


Прежде всего докажем следующее утверждение: 


(Г) Пусть С — камера, x и y — две точки из С и w — эле- 
мент группы №, для которого w (x) = у. Тогда x = y, а w при- 
надлежит подгруппе Wy, где À — множество стенок камеры С, 
содержащих х. 


Проведем индукцию по длине 4 элемента w (по отноше- 
нию к множеству $ отражений относительно стенок камеры С). 
Случай 4 ==0 тривиален. Если g > 1, то существуют стенка H 
камеры С и элемент w’ = W, такие, что w =$нш” и 1(w’)== 
— q — |. Поскольку 1($н®) < l[(w), камеры С и w(C) по Teo- 
реме | из n° 2 лежат по разные стороны OT Н. Поэтому 
CNw(C)=H, откуда y=H. Тогда y=w’ (x) и по предпо- 
ложению индукции х==и, а ш’е= У». Так как уеН, то 
получаем HEN и w=s,W = Way, чем и заканчивается 
доказательство утверждения (1). 


Доказательство теоремы 2. Это утверждение следует 
из (Ги из леммы 2. 


Доказательство предложения 1. Мы знаем, что две раз- 
личные ячейки не пересекаются и их замыкания не совпа- 
дают ($ 1, n° 2, следствие предложения 3). Это приводит 
к эквивалентности (1), (ii) и (iii). С другой стороны, ясно, что 


(vii) > (vi) = (у) => (iv) = (i), 
а утверждение (I) показывает, что (i) = (vii). 


Доказательство предложения 2. Пусть А” — аффинное 
подпространство пространства Е, порожденное множеством А. 
Очевидно, что И (А) =! (А”). По предложению 7 из $ 1, 
n° 3, существует точка x = A”, не лежащая ни в какой гипер- 
плоскости HeaH—,. Пусть ЕР, — ячейка, содержащая x; 
она открыта в А”, и предложение | показывает, что 


W (Fx) = № (A) CW (А) = W (47€ (Exh) = WF), 
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откуда И (А) =Я (А’) =\(Ё,). Заменив А на F, получаем 
W (4) = (F), 


откуда и следует наше предложение. 


Замечания. 1) Из теоремы 2 следует, что если С — камера, 
а F — ячейка, то существует, и только одна, содержащаяся 


в С ячейка Е’, которая переводится в Е элементом из У. 


2) Из предложений 1 и 2 следует, что для всякого He- 
пустого подмножества А в Е существует точка a & E, такая, 
что W (А) = W ({a}). Сверх того, группа W (A) является epyn- 
пой Кокстера (теорема 1). 

3) Пусть С — камера в Е и $ — множество отражений 
относительно ее стенок. Пусть we и ($1, ..., $4) — при- 


веденное разложение элемента & относительно $. Если хеЕС 
инвариантно относительно W, TO $,(х)=х для всех j. Это 


вытекает из предложения | и из следствия | предложения 7 
REV SL 


4. Матрица и граф Кокстера группы М 


Пусть С — камера, $ = 5$ (С) — множество ортогональных 
отражений относительно стенок С и М == (т (5, s’)) — матрица. 
Кокстера системы Кокстера (У, S) (гл. IV, $ 1, n° 9); на- 
помним, что 1 ($, 5$’) есть порядок (конечный или бесконеч- 
ный) элемента Ss’ группы W (для $, 5’ &S). Если С’ — другая. 
камера, то единственный элемент ше, для которого 
w (С) = С’, ‘определяет биекцию 


$==>] ($) = wsw ! 


множества $ на S’=S(C’), причем т (1 (5), [(5’)) = т ($, 5’). 
Отсюда следует, что если задать действие W на множестве À 
пар (С, $), где С — камера и $= 5$ (С), положив w.(C, $) = 
— (w (С), wsw”!), то каждая орбита i группы W в À будет 
пересекаться с каждым из множеств {С} Ж $ (С) в одной и. 
только одной точке, которую мы обозначим через (С, s;(C)). 
Пусть в таком случае /— множество этих орбит. Для i, 
jelI число т;, = т ($; (С), $; (С)) не зависит от выбора ка-. 
меры С. Матрица М (У) = (ти); ‚=, является матрицей 
Кокстера и называется матрицей Кокстера группы W. Граф. 
Кокстера, ассоциированный с М (М) (гл. ТУ, $ I, n° 9), на- 
зывается графом Кокстера группы W. 

`’Пусть С — камера. Для любого i= 1 обозначим через. 
Н; (С) стенку камеры С, такую, что $; (С) будет отражением. 
относительно H,(C), а через е; (С) — единичный вектор, орто- 
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гональный к Н; (С) и лежащий по ту же сторону от FH; (С), 
что и С. Отображение i+ > Н;(С) называется канонической 
индексацией стенок камеры С. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 3. Пусть С — камера и i, jel, [== |. По- 
ложим $:= $; (С), H;—=H;(C), e; =е; (С) и аналогично onpe- 
делим $}, H;, ej. 

(i) Если H; и H, параллельны, то m; == U e = — ej. 

(ii) Если H, и H, не параллельны, то M;; конечно и 


(е; le;) = — COS (n/m;;). (4) 


(iii) ее) <0 

Если Н; и H, параллельны, TO s,s; — перенос ($ 2, n° 4, 
предложение 5), откуда ти; = со. Далее, либо е; —e;, либо. 
е, =—е,. Между тем существует точка а (соотв. а’) в за- 
мыкании С, лежащая в Н; (соотв. H;), но не лежащая в Н, 
(соотв. H;). Тогда (a —ale;)> 0 и (а— а’ |е;) > 0, чем ис- 
ключен случай €; =е, и доказано (i). | 

Предположим теперь, что Н; и Н; не параллельны. Вы- 
берем в качестве начальной точку ae H;f\H; и отожде- 


ствим Ги Е при помощи биекции fr a -{ #. Пусть И — пло- 
скость, ортогональная к Н;ПН; и проходящая через a. 
Положим Г =V ПД, (ON Da, Icy rue Du (€) — открытое полу- 
пространство, ограниченное гиперплоскостью Н и содержащее. 
камеру С ($ 1, n°1)). Пусть D (соотв. О’) — полупрямая в И, 
лежащая на Н; ПИ (соотв. Н, ПУ) и содержащаяся в замы- 
кании Г. При выборе подходящей ориентации на И множе- 
ство Г будет объединением открытых полупрямых А BY. 
таких, что 


De (D, ; À) < (D, 1 27. 


Пусть №’ — подгруппа в W, порожденная $; и S;. Для 
всех w = W” гиперплоскости w(H;) и w(H,) принадлежат 9, 


содержат ЕЯ и не пересекают С. Поэтому они не пере- 
секают Г ($ 1, n°5, предложение 10). Следствие предложе- 
ния 7 из $ 2, n°5, влечет тогда (ii). 

Наконец, утверждение (iii) сразу получается из (1) и (ii), 
поскольку И; 2 для [57 J]. 


Замечание. Формула (4) имеет смысл на самом деле при 
любых i, jEl. Действительно, n/m;; —0, есть mj; == 00, 
а если i=j, TO т; =Ги (e;le;) =1. 


4 Зак. 61. Н. Бурбаки 
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5. Системы векторов с отрицательными скалярными 
произведениями 


ЛЕММА 3. Пусть 4 — положительная квадратичная форма 
на вещественном векторном пространстве У и В — accouu- 
прованная с`ней симметрическая билинейная форма. Пусть 
а, «++, An — векторы из И, такие, что В (а;, a;) < 0 при ii. 


(i) Если Cy, ..., с, — вещественные числа, для которых 
а (Х сни) =0, то 


(31 |-a:)=0. 


i 


(ii) Если 49 невырождена и если существует линейная 
форма j на V, такая, что [(а;) > 0 при всех i, то векторы 
а, «++, An линейно независимы. 


Соотношение Bla, а;) <0 при ij тотчас дает Hepa- 
венство 
9 (Хе -аа) < 9 (сан), 


откуда следует утверждение (1). Поэтому в случае невыро- 
жденной формы 4 равенство Уса, =0 влечет 
i 


Dil eye — 0. 


Отсюда для любой линейной формы [ на У получаем 
Ус; |. (а) =0, а если сверх того f(a;)> 0 при всех i, To 
с; =0 для любого i. Этим доказано утверждение. (ii). 


JIEMMA 4. Пусть Q=(qi;) — симметрическая квадратная 
матрица порядка п с вещественными коэффициентами, такая, 
что 

а) Gi; SO при 15 |; 

6) не существует разбиения множества {1, 2, ..., п} на 
два непустых подмножества I u J таких, что ecau (i, ] = 
=/ЖХУ, то 411 =0; 


в) квадратичная форма а(х,..., Xn) = Du QijXix; на В” 
Е 
положительна. 
Гогда 


(i) Ядро N формы gq имеет размерность 0 или 1. Если 
dim М =1, то N порождено вектором, у которого все коор- 
динаты > 0. 

(ii) Наименьшее собственное значение матрицы Q обла- 
дает кратностью |, а соответствующий собственный вектор 


5 $ 3. ГРУППЫ ПЕРЕМЕЩЕНИЙ, ПОРОЖДЕННЫЕ ОТРАЖЕНИЯМИ 99 


имеет либо все положительные координаты, либо все отри- 
цательные. | 
Ввиду положительности квадратичной формы 4 ееядром N 
является множество изотропных относительно 4 векторов 
(Алг., гл. IX, § 7, n°1, следствие предложения 2). Пусть 
dj, ..., An — канонический базис в В”. Если Уса: EN, то 
1 


по лемме Зи Helen, откуда 2 qu.lel—=0 для лю- 
i i 


бого j. Пусть теперь / — множество Tex /, для которых c; FL. 
Если j&1, то 9 :|с:|<0 при tel u g;lc;|=0 при il, 
откуда gu; =0 для | Г mie]. Условие 6) дает тогда, что 
либо [= 0), либо [={1,..., п}. Следовательно, у любого 
ненулевого вектора из N ни одна из координат не равна 
нулю. Если бы dimN 22, то пересечение ядра N с гипер- 
плоскостью, задаваемой уравнением х;=0, имело бы раз- 
мерность >| вопреки тому, что мы только что получили. 
Кроме того, из предыдущих рассуждений следует, что если 
41т М =1, то N содержит вектор с положительными коор- 
динатами. Этим доказано утверждение (1). 

С другой стороны, известно, что собственные значения 
матрицы Q вещественны (Ave., гл. IX, $7, n°3, предло- 
жение 5) и положительны, поскольку форма 4 положительна. 
Пусть А, — наименьшее среди них. Тогда матрица Q = Q—A, 
будет матрицей вырожденной положительной формы 0’, 
у которой недиагональные элементы такие же, как иу Q. 
Следовательно, Q’ тоже удовлетворяет условиям а)— в). 
Так как ядро № формы 4’ — собственное подпространство 
матрицы Q, соответствующее собственному значению À, то 
утверждение (1) вытекает из (1). 

JIEMMA 5. Пусть векторы e,, ..., Cn, порождающие T, 
` таковы, что 

а) (е; |е;) <0 при iÆ j; 

6) не существует разбиения множества {1, ..., п} на два 
непустых подмножества lu J c (e;,e;) =0 при =+Ги ] Е У. 

Тогда возможны только два случая: 

1) (e,, ..., &n) — базис пространства Т; 

2) п= ип Т + 1; существует семейство (ci), <; <„ вещест- 


венных чисел > 0, таких, что > се; — 0, и всякое семейство 
i 


/ LT Ай У 
2) resi вещественных чисел, для которых 2 c'e, =0, про 
порционально (Ci), Li Ep 

Положим g;=(e;le,). Матрица @ = (4;;) удовлетворяет 
всем предположениям леммы 4: условия а) и 6) леммы 4 


4* 
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совпадают с условиями a) и 6) нашей леммы, а в) выпол- 
нено по той причине, что À qui ae хе Р. Ядро N 


квадратичной формы 4 на R™ с матрицей Q есть множество 
всех (C;, ..., Си) ER”, для которых 2 се; =0. Когда М = {0}, 


векторы е; линейно независимы, и имеет место случай 1). 
Когда же {т М> 0, лемма 4, (i) показывает, что имеет 
место случай 2). 


JIEMMA 6. Пусть (e,, ..., e,) — базис в Т такой, что 
(е;|е;) < 0 при ij. 
(i) Если x= > се; — элемент из Г, для которого (x |е;) >0 


при всех 1, то с; 20 при всех i. 

(ii) Если x и y — два элемента пространства T, для кото- 
рых (xle)>0 и (yle;) >20 при всех i, To (x|y) >20. Если 
(хе) > 0 u (yle;) > 0 при всех i, то (x|y) > 0. 

В условиях утверждения (i) предположим, что сущест- 


вует i, для которого с; < 0. Пусть f — линейная форма на T, 
определенная равенствами | (е;) =1 и 


fley=—eil(S tee!) при |521. 


Векторы — X, е,, ..., En удовлетворяют всем предположениям 
леммы 3, (ii) (в качестве д взять метрическую форму Ha 7). 
Однако вытекающее отсюда заключение об их линейной 
независимости абсурдно, что и приводит к утверждению (1). 


Далее, если x= У свеТ и yeT, то (xly) = 2 ec (erly), 


так что (ii) сразу следует из (1). 


6. Теоремы конечности 


JIEMMA 7. Пусть А — множество единичных векторов в T. 
Если существует такое вещественное число À < 1, что (а |а’) <^А 
для любых a, a’ EA uaa’, то множество А конечно. 


Для а, a GA uaa’ имеем 
l|a— a’ |P = 2 — 2(ala’) >22 — 2%. 


Однако, будучи компактной, единичная сфера $ в Г допу- 


скает конечное покрытие множествами диаметром < (2— LS 
В каждом таком множестве содержится не более одного 
вектора из A. Отсюда следует утверждение леммы. Обо- 
значим через U(w) автоморфизм пространства ТГ, ассоцииро- 
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ванный с аффинным отображением ш = пространства E 
в себя. Имеем 


w(x + t)=w(x)+U(w).t для ET и xeE. 


Определен, таким образом, гомоморфизм U группы Ш 
в ортогональную группу пространства Т. Ядром гомомор- 
физма U является множество переносов, принадлежащих 
группе И. | 


ТЕОРЕМА 3. (i) Множество стенок одной камеры конечно. 
(ii) Множество направлений гиперплоскостей из Э конечно. 
(iii) Группа И (И) конечна. 


Утверждение (1) сразу следует из предложения 3, (iii) и 
из леммы 7. Докажем (ii). Пусть С — камера и Yt — множе- 
ство ее стенок. Множество ячеек в замыкании С (относи- 
тельно 9) совпадает с множеством ячеек относительно WM 
{$ 1, n°4, предложение 9). Так как Yt конечно, то число 
ячеек конечно. Поскольку каждая ячейка пересекается не 
более чем с конечным числом гиперплоскостей из 9, MHOXKE- - 


ство гиперплоскостей, принадлежащих Ÿ и пересекающих С, 


конечно, так же как и множество A(C) единичных векторов 
в Г, ортогональных этим гиперповерхностям. Следовательно, 
существует вещественное число À <1, такое, что (а|а’) < А 
для а, а’ = А(С) uaa’. 

Пусть теперь А — множество единичных векторов в Г, 
ортогональных гиперплоскостям из 9. Пусть а, а’ À, a Æ a’. 
Если аи а’ параллельны, то а = — а’ и (al а’) = — 1. В про- 
тивном случае пусть вектор а (соотв. a’) ортогонален к H 
{соотв. к H’). Тогда Hf\H’ #~O, и если хе HA”, то 


существует элемент w <=, для которого х <= и (С). Векторы 
U(w).a u U(w).a’ принадлежат тогда А(С), и 


(а |а^) = (И (w).alU (w).a’) SA, 


так что множество А конечно по лемме 7. Этим доказано (ii). 

Пусть теперь элемент w = таков, что U(w).a—=a для. 
всех ae À. Тогда U(w).t=t для любого { из подпростран- 
ства в ТГ, порожденного векторами из А. С другой стороны, 
если t@T ортогонален к А, то 0 ($„).1= для всех HES, 
откуда U (w).t=t, и, наконец, U (&)=1. Так как U (w) (А) = А 
для любого элемента ш =, то группа U(W) изоморфна 
группе перестановок ‘конечного множества А, откуда следует 
утверждение (iii). 


ПрРЕдложеЕНИЕ 4. Пусть С — камера u (N) — множество ee 
стенок. Пусть Уз -— подгруппа группы W, порожденная 
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ортогональными отражениями относительно гиперплоскостей 
из R. Для HEN обозначим через ен единичный вектор, 
ортогональный к Н и лежащий по ту же сторону от Н, что 
и С. Следующие условия эквивалентны: 

(1) группа Wa конечна; 

(11) существует точка пространства Е, инвариантная отно- 
сительно всех элементов группы Wy; 

(iii) гиперплоскости us N имеют непустое пересечение; 

(iv) семейство векторов (ен), свободно в Т. 


Предположим, что группа Wy конечна и имеет порядок 4. 

Тогда для любой точки а из E точка b= > ” M . м (a) 
we Wy 
инвариантна относительно We, поэтому из (1) следует (ii). 

Согласно свойству ([]2) (см. начало $ 3), стабилизатор. 
в W всякой точки из Е конечен. Следовательно, (ii) влечет (1). 

Ввиду того что группа Я» порождена множеством отра- 
жений относительно гиперплоскостей из N, неподвижные 
точки относительно Ш» — это точки пространства Е, принад- 
лежащие каждой гиперплоскости HEN, откуда следует 
эквивалентность (ii) и (iii). 

Предположим, что существует точка ав Е, принадлежа- 
щая всем гиперплоскостям HEN. Пусть Ё < Т — вектор, для 
которого atteC. Так как (e,ley)<0 для A, HEN, 
Н == Н’ (предложение 3), а ({le)> 0 для всех HEN, то 
лемма 3, (ii) влечет линейную независимость векторов ен, 
HEN. Поэтому из (iii) следует (iv). 

Предположим, наконец, что семейство (ен), y свободно. 
Пусть а— точка в Е. Для любой гиперплоскости HEN 
существует вещественное число сн, такое, что Н состоит из 
точек а Ёв Е с (Пен) =сн. Tak как семейство (ен) сво- 
бодно, существует вектор {= T, такой, что (flex) = Cp для 
всех HEN, и точка a+? из Е принадлежит любой гипер- 
плоскости HEN. Следовательно, (iv) влечет (iii). 


Замечания. 1) Поскольку W порождена отражениями 
относительно стенок камеры С, предыдущее предложение 
дает критерий конечности этой группы. Мы вернемся к этому 
вопросу в n°9. 

2) Пусть Е — вещественное аффинное пространство конеч- 
ной размерности и С — его группа автоморфизмов. Для 
любого g@G обозначим через U (5) ассоциированный с g 
автоморфизм пространства переносов У пространства Р. 
Предположим, что образ U (С) — конечная подгруппа в СЕ (У). 
Тогда на V существует скалярное произведение, инвариант- 
ное относительно U(G) (Интегр., гл. VII, $ 3, n°1, пред- 
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ложение 1). Если сверх того С порождена отражениями и, 
снабженная дискретной топологией, действует на F собст- 
венно разрывно, то мы можем применить к G все резуль- 
таты предыдущего параграфа. | 


7. Разложение линейного представления группы У вТ 


Пусть / — множество вершин графа Кокстера группы W 
(n° 4), и пусть J — подмножество в [, такое, что вершины 
из J и J/—J не связаны между собой. Пусть С — камера, 
$ — каноническая биекция множества / на множество отра- 
жений относительно стенок камеры С и Я, с — подгруппа, 
порожденная образом $ (7). Тогда из предложения 8, п°9, $ 1, 
гл. ГУ, следует, что W — прямое произведение двух своих 
подгрупп Ил си! - л.с. Пусть С” — другая камера и Ss’ — соот- 
ветствующее инъективное отображение /в W. Мы видели (n° 4), 
что если ие переводит C BC’, то 5" (1) = ws(i)w-! npniel. 
Так как И, с— нормальная подгруппа в W, то 5’ Е, с 
для всех 1@J. Отсюда следует, что nodepynna ус ne 
зависит от выбора С. Поэтому везде в дальнейшем мы будем 
обозначать ее просто через №. 


Определение группы №, с годится для любого подмножества 


< Г. Но если какая-нибудь вершина из J соединена с вершиной 
из /— J, то У, с Не будет нормальной подгруппой и будет зависеть 


от выбора камеры С. 


0 
Пусть Г; — подпространство в 7, состоящее из векторов, 
инвариантных относительно всех элементов группы U(W,), 


0 
и пусть ТГ, — подпространство, ортогональное к Гл. Так как 


0 
W,—uHopMasHaa подгруппа в W, то ясно, что Гу, а следо- 
вательно, и Г; инвариантны относительно U(W). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 5. Пусть J,,..., J,— множества вершин 
связных компонент графа Кокстера группы W. Для 
1<р=<$ положим 

/ 0 / 
во Sen, Ge u 
p p p 
I<P<S 

(i) Группа W — прямое произведение подгрупп W,(1<p<sS). 

(1) Пространство Т — прямая сумма ортогональных под- 
пространств Ту, Ti, ..., Ts, устойчивых относительно U(W). 

... / 

(iii) Для любого q, 1<q<s, подпространство Та про- 
странства Т состоит из векторов, инвариантных OTHOCU- 
тельно U (№). Оно разлагается в прямую сумму тех Tp, для 
которых OS psu р=-(. 
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(iv) Пусть С — камера. Подпространство Гр (l<pss) 
порождено векторами е; (С) для ie J, (в en En n° 4). 

(У) Представления группы W в подпространствах T, 
(1 <р=<$) абсолютно неприводимы, нетривиальны и попарно 
неэквивалентны. 

Утверждение (i) следует из результатов гл. IV, $ 1, n°9. 
С другой стороны, как мы уже видели, подпространства T, 


инвариантны относительно U(W) и то же верно для Toy 
Пусть С — камера. Так как W, порождена отражениями $5; (С), 


ie J,, то ясно, что T, — подпространство, ортогональное 
к е;(С) для ie J,, откуда следует (iv). Сверх того при ie /J,, 
le], и pq будет m;;—=2, поскольку {i, j} не является 
RE графа Кокстера, т. e. (e;le;) =0. Отсюда непосред- 
ственно получаем (ii), а затем и (iii), ибо Т. а Ортогонально к Та. 

Наконец, пусть V — инвариантное относительно U(W,) 
подпространство в Г,. Для любого [с], вектор е; либо 


принадлежит И, либо ортогонален к И ($ 2, n°2, предложе- 
ние 3). Пусть А (соотв. В) — множество тех i = J,, для которых 


e, = V (соотв. е; ортогонален к И). Очевидно, что (e; |e;)==0 
при {= А и] е= В, а поскольку J, связно, приходим к заклю- 
чению, что либо A= 0 и И={0}, либо A=J, и У =Т,. 
Следовательно, представление группы W, в Г, неприводимо, 


а потому и абсолютно неприводимо в $ 2, n°1, предложе 
ние |. Оно нетривиально по самому определению простран- 
ства T,. Наконец, последнее утверждение в (v) сразу сле- 
дует из (111). 


Группа W называется существенной, если подпростран- 
ство То векторов из 7, инвариантных относительно И (W), 
сводится к {0}. Группа № называется неприводимой, если 
неприводимо ее представление U в T. 


Следствие. Пусть И -- {1}. Для того чтобы группа W 
была неприводимой, необходимо и достаточно, чтобы она 
была существенной и чтобы ее граф Кокстера был связен. 


Замечание. В условиях предложения 5 подпространства Гр 


для 0 < p LS являются изотипными компонентами линейного 
представления U группы W BT (Ane., гл. VIII, $ 3, n°4). 
Отсюда следует (там же, предложение 11), что всякое век- 
торное подпространство V в 7, устойчивое относительно W, 
есть прямая сумма подпространств УПТ, для OSpSS$ 
Кроме того (там же, предложение `10), любой эндоморфизм, 
коммутирующий со всеми операторами U (№), we W, оста- 
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вляет устойчивыми все Тр, 0 < р< $, и индуцирует на каждом 
из них гомотетию. В частности, всякая билинейная форма Ф 
Ha Т, инвариантная относительно W, ‘задается равенством 


| 0(2 ty À 1.) = Do (to + 2,4 (Е, |2), 
где Ф, — билинейная форма на T, ma, (1 <рз $) — веще- 
ственные числа. Действительно, такая форма Ф однозначно 
записывается в виде (ft, Ё)--> (А (1|Г), где А — эндом орфизм 
пространства 7, коммутирующий с U(w) для We W. 


8. Разложение аффинного пространства Е в произведение 


Сохраним обозначения предложения 5. Пусть E, с OX 
<р<$ — множество орбит группы Тр в E, и пусть ф, — ка- 
ноническое отображение пространства E на E,. Действие T 
в Е переносится на фактор. В частности, 7, действует Ha E,, 


и непосредственно проверяется (например, путем выбора на- 
чальной точки в ЕЁ), что Е, будет аффинным пространством, 


допускающим 7, в качестве пространства переносов. Поло- 


жим Е’=ВЖ...ЖЕ.. Это есть аффинное пространство 
с Г= Г... ФТ. в качестве пространства переносов. Пусть 
ф: Е > Е’— произведение отображений ф,. Так как ф KOM- 


мутирует с действием Î, то это отображение будет биек- 
цией и изоморфизмом аффинных пространств. В дальней- 
шем мы отождествим Е и Е” посредством ф. Отображение q, 


отождествляется тогда с канонической проекцией FE’ на E,. 


Поскольку W оставляет устойчивым T,, действие W на E 
переносится на фактор и определяет закон действия W на E, 


(0<р=$), а при сужении — закон действия W, ra E,. 
Далее, пусть С — камера, i@/, и р — такое ‘целое число, 
что i@J,. При всех хе E имеем 


$1 (С) (x)= x—A.e(C), где ASR. 
Так как е; ET, при gp, то 
Фа (w(x) = фо (х) для хеЕЕ, we W, 0<q<s, 452 р. 
Следовательно, если ш =... Е, с w,eW, 1< 
= p=, TO | 
W (хоз «++» Хз) = (Жо, WR) «++» Ws (хз), (5) 


каковы бы ни были X,=E,, О<р<$. Другими словами, 
закон действия группы W na Е= Е’ есть не что иное, как 
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произведение законов действий групп W, на E, (мы пола- 
гаем Ш, == {1}). Таким образом, W, действует точно Ha E,, 


и №, можно отождествить с группой перемещений евкли- 
дова пространства E, (пространство переносов Г, простран- 


ства By снабжено, естественно, скалярным произведением, 
индуцированным скалярным произведением Ha 7). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 6. (i) Группа W, есть группа перемещений 


евклидова аффинного пространства Е’; она порождена от- 
ражениями; снабженная дискретной топологией, она дей- 
ствует в Е, собственно разрывно; она неприводима. 


(ii) Пусть 8, — множество гиперплоскостей Н в E,, для 


которых Sy = W,. Множество D состоит из гиперплоскостей 
вида 


H=EXEX... ЖЕ X Hp X Epa X «0 ЖЕ, 


ade el, SH, ed, 

(iii) Каждая камера С имеет вид EXC, X ... ЖС., где 
для всякого р множество С,— камера в E, относительно 
множества гиперплоскостей D,. Кроме того, стенками ка- 
меры Cy, служат гиперплоскости ,(H;(C)), ie], 

Пусть С — камера. Положим Н; = Н; (С), e; =е; (С) и $; = 
—5;(С) для = 7 (обозначения из n°4). 

(i) Пусть ie], Так как e, ET, и Т — прямая сумма 
попарно ортогональных подпространств Гу, Г:,..., Ts, TO 


гиперплоскость в Г, ортогональная к е;, имеет вид Li + Ть, 
где Г; — гиперплоскость в Г», ортогональная к е;. Аффинная 


гиперплоскость Н; в Е имеет вид LT, tx, с хЕЁ, 
и поэтому 


His EX EX ... ХХ XM Boi X 2: Xu (6) 


где Н: = [1 - ф»(х) = ф›(Н;). В таком случае ясно, что $ 
действует в Е, как отражение относительно гиперплоскости 


H; < Ер. Следовательно, группа W, есть группа перемеще- 
ний, порожденная отражениями в E,. Легко проверить кри- 


терий (Г1”2) собственной разрывности. Наконец, предложе- 
ние 5, (у) показывает, что Ш, неприводима. Тем самым 


(1) доказано. ; 
(ii) В силу следствия теоремы 1 множество Ÿ, состоит 


из гиперплоскостей вида ®, (Н:) ci из У, ис Wy из Ур. Далее, 
если W=W,... Ws, где W,=W, для всех р, то в соответ- 
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ствии с формулами (5) и (6) 


(Я) == Bo X ВХ ве Х Bi X Wel) ХЕХ se Es, 


(7) 

откуда сразу следует (ii). | 
(iii) Пусть ie J,. По формуле (6) открытое полупро- 
странство D;, ограниченное À; и содержащее С, имеет вид 


ЖЕ BEI KDD X E18 u. M be 


где D; — открытое полупространство, ограниченное Hi в Ep». 
Положим С, = f) Di. Так как C= [] Dj, то немедленно 
РЕ ie! 
получаем 
L= i, «ty x eee хе 


Стало быть, каждое из множеств С, непусто, а поскольку С 
не пересекается с гиперплоскостями из ®, множество C, не 


пересекается с гиперплоскостями из 9,. Предложение 5 
из $ 1, n°3, показывает, что С, — одна из камер в E, OTHO- 
сительно D. Воспользовавшись предложением 4 из $ 1, n°2, 
без труда увидим, что стенками камеры С, являются гипер- 
плоскости Н:=фр(Н}), ie Jp. 


9. Строение камер 


Пусть С — камера, M — множество ее стенок и ен для 
Н = — ортогональный к Н единичный вектор, располо- 
женный с той же стороны от гиперплоскости Н, что и С. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 7. Предположим, что группа W сущест- 
венна и конечна. Тогда 

(i) Существует единственная точка a = Е, инвариантная 
относительно И. 

(ii) Семейство (ey); nm служит базисом в T. 


(11) Камера С является открытым симплициальным ко- 
нусом с вершиной a, определенным базисом (CH)y ay 8 Т, 
Эля которого (ен/ен) = дни’. 


(1) Согласно предложению 4 из n°6, существует точка 
a=E, инвариантная относительно №. Пусть вектор t]@T 
таков, что точка {+ а инвариантна относительно W. Тогда 
для любого w= W имеем 


U(w).tt+a=o(t+a)=t-+a, 
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откуда U(w).t=t.. Ввиду существенности W это влечет 
{ —=0, чем доказана единственность точки а. 

(ii) Tak как № — существенная группа, то в обозначе- 
ниях n°7 T=T, и предложение 5, (iv) показывает, что се- 
мейство (Ey)y og Порождает векторное пространство T. Cy- 


ществование точки в Е, инвариантной относительно VW, 
показывает, что семейство (ен), =. свободно (n°6, предло- 
жение 4). 

(iii) Пусть а — единственная инвариантная относительно W 
точка в Е. Так как (e;); y -— базис в Т и скалярное про- 


изведение есть невырожденная билинейная форма на Т, то 
существует, и притом только один, базис Cry a в Г, такой, 


что (ex lex) = бин» для Н, H’ из M. Каждая точка x из Е 


единственным образом записывается в виде x—?f-+ a, где 


{= > Ен.@н и Ey — вещественные числа. Для Toro чтобы 
Hem 
точка х принадлежала С, необходимо и достаточно, чтобы 


эта точка лежала по ту же сторону от любой гиперплоскости 
HEM, что и éy, т. е. чтобы число (Пен) =&н было строго 
положительным. Отсюда следует (iii). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 8. Предположим, что группа W — суще- 
ственная, неприводимая и бесконечная. Гогда 

(i) ВЕ нет инвариантных относительно W точек. 

(ii) Сага M = dim Т + 1 и существуют вещественные числа 
сн> 0, для которых N сн.ен=0. Если У сн.ен=о0 

HE M HE 

с какими-то вещественными числами сн, то найдется веще- 
ственное число E, такое, что сн==сн для всех Н из Yi. 


De) 


(11) Камера С является открытым симплексом. 


Утверждение (1) следует из предложения 4. Далее, ввиду 
существенности W векторы (ен). порождают Г. Имеем 
(ен |ен’) <0 для H, HSM и HZ H’ (предложение 3), 
а поскольку W неприводима, M нельзя разбить на два He- 
пустых множества M и M”, таких, что если Het 
и oH” SEM”, то (ep ler) =0. Поэтому можно применить 
лемму 5 из n°5. Случай 1) этой леммы исключен, ибо W не 
имеет неподвижной точки и векторы ен линейно зависимы. 
Отсюда следует утверждение (ii). 

Докажем (iii). Пронумеруем стенки камеры С, скажем 


так: Ho, Hi, ..., На, и положим ft, = en, В силу (ii) векторы 
1,..., ty образуют базис пространства Г, поэтому гиперпло- 
скости H,,..., На имеют общую точку а, и существует ба- 


3HC (ti ates t’) пространства Г, для -KOTOporo (tin | tn) = Ömn- 
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Далее, согласно (ii), всегда найдутся такие вещественные 
числа 2: > 0, ...5 20, О 


EN 


Так как вектор & ортогонален гиперплоскости Ho, то суще- 
ствует вещественное число с, такое, что Ну состоит из точек 
x—=t+a 8 Ес (ПИ =-— с. 

Каждая точка пространства Е однозначно записывается 
в виде х=ЕЁ- а с =. + ... +6&,.t, и вещественными 
E,,...,£4. Для того чтобы X принадлежала С, необходимо и до- 
статочно, чтобы она лежала по ту же сторону от Ни, что Hé», 
O<m<d. Это выражается неравенствами (¢}{t,) > 0, 

, Clés) >0и (|) > —с или, что равносильно, &, > 6, 
...› а>0, CHE, + ... + са <c. Здесь с>0, поскольку С 


[4 
непусто. Положим N eure 9 для Il<m<sd. Ka- 
m 
мера С состоит тогда из точек пространства Е вида а + 
а 


+ 21 Am + (Am — Go), где A, >0,...,A4g > OUA +... bAQ<. 


Hosrouy С — открытый симплекс с вершинами Ay ..., Ag. 
ee Wee | 

Замечания. 1)`Отождествим Ec Ey ХЕХ... XE,,aW— 
ce WıX ...XW,, как это сделано в n°8. Тогда no предло- 


жению 6 камера С отождествляется с 
EXC X Ds À, Ge 


где С, — камера в Но относительно множества гиперплоско- 
стей 9,. По предложениям 7 и 8 каждая из камер C),..., С, 


есть либо открытый симплициальный конус, либо открытый 
симплекс. 

2) Предположим, что группа № неприводима и суще- 
ственна. Если H и Н” — две стенки камеры С, то My = + со 
в том и только в том случае, когда ен = — ен’ (предложе- 
ние 3). В силу предложений 7 и 8 это возможно только 
тогда, когда H и Н’— единственные стенки камеры Си Е 
одномерно. Таким образом, единственный случай, когда одно 
из Инн’ бесконечно, — это TOT, когда Е одномерно, а группа М 
порождена отражениями относительно двух различных точек 
(см. $2, n°4). 

В общем случае у матрицы Кокстера группы W будут 
конечные элементы, исключая ситуацию, когда по крайней 
мере одно из E;,..., Е; имеет описанный выше тип. 
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10. Специальные точки 


Пусть L— множество переносов, содержащихся BW, и 
Л — множество {= Т, таких, что перенос x+>t-+ x принад- 
лежит L. Очевидно, что Л устойчиво относительно U (W) и 
что L — нормальная подгруппа в W. Поскольку W действует 
в Е собственно разрывно, то же верно и для L, и отсюда 
ясно, что A — дискретная подгруппа в Г. Обозначим через W, 
стабилизатор точки X=E в MW. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 9. Пусть a = Е. Следующие условия экви- 
валентны: 

О FEW... EL 

(ii) сужение гомоморфизма U на У. есть изоморфизм 
гриппы W, на U(W); 

(111) для любой гиперплоскости HE) существует гипер- 
плоскость Н’=%, параллельная Н и такая, что а=МН.. 


Ясно что (i) & (ii), поскольку L— ядро гомоморфизма U 
n L(V. 41) 

Пусть выполнено (i), и пусть HES. Тогда syEW,.L, 
так что существует вектор t@ A, для которого a=S,;,(a) - #. 


Вектор { ортогонален к Л, и если H=H+-t, TO Sy (x)= 


— Sy(x)+i для всех xG@EF (см. § 2, n°4, предложение 5). 
Так как t©@ A и sy=W, To Sy Е, откуда H’ =. К тому же 
а == $н’(а) и, значит, AGH’, Таким образом, из (i) сле- 
дует (iii). 

Предположим, что выполнено (111) и что гиперплоскости Н, 
H’=S такие же, как в (iii). Тогда sx (a) = а, откуда Sy’ ЕЕ 
= .. Поскольку Н параллельна H’, элемент w =5$н/.$н 
группы № есть перенос ($ 2, n°4, предложение 5), откуда 
wel. Тогда s„=swr.w=W,„.L. Так как W порождена се- 
мейством (и) нев то W=W,.L, и из (Ш) следует (i). 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ |. Гочка а из Е называется специальной 
точкой для W, если она удовлетворяет эквивалентным усло- 
виям предложения 9. 


Ясно, что множество специальных точек в E устойчиво OT- 
носительно И. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 10. Существует точка, специальная для И. 


Предложение 6 из n°8 дает нам возможность ограни- 
читься случаем, когда W — существенная группа. 

Группа U(W) автоморфизмов пространства Т конечна 
(n°6, теорема 3) и U (5н) — ортогональное отражение OTHO- 
сительно гиперплоскости Н. Кроме того, U(W) порождена 
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семейством (U ($н))неб- По предложению 7 из n°9 суще- 
ствует базис (e;),_, в Г, такой, что группа U(W) будет по- 


рождена множеством отражений (s;),_, вида 


$1 =#—2(#е,).е,. 


Следствие теоремы | из n°2 показывает, что всякое отра- 
жение s@U(W) имеет вид s=U(s,) с HEH. Поэтому 
в 9 можно найти семейство гиперплоскостей (H;),_,, для 


которых $; = 0 (5н,) при всех i. Ввиду линейной независи- 


мости векторов €; существует точка а=Е, такая, что а=Н; 
для всех i@/. Имеем sy, EW,, откуда U(W)= U(W,), т. е. 


W=W,.L, поскольку L— ядро гомоморфизма U. Следова- 
тельно, а — специальная точка. 


В случае когда У — существенная конечная группа, имеется 
только одна специальная для W точка, а именно единственная 
точка, инвариантная относительно №. Поэтому рассмотрение спе- 
циальных точек интересно главным образом в случае бесконечной 
группы №. 


ПрЕдложЕНИЕ 11. Предположим, что группа W суще- 
ственна. Пусть a— специальная для № точка. Камерами 
относительно W, будут открытые симплициальные конусы 
с вершиной а. Для всякой камеры С’ относительно W, Cy- 
ществует, и притом единственная, камера С относительно №, 


содержащаяся в С’ и такая, что аеС. Объединение w’ (С) 
для w’ GW, будет замкнутой окрестностью точки а в Е. 
Каждая стенка камеры С’ есть стенка камеры С. Если W 
бесконечна u неприводима, то стенками С будут стенки С’ u 
аффинная гиперплоскость, не параллельная стенкам ка- 
меры С”. | 


Пусть 9’ — множество гиперплоскостей HE, содержа- 
щих а. Группа W, порождена отражениями Sy для HES’ 
(n°3, предложение 2). Камерами относительно W, будут 
открытые симплициальные конусы с вершиной а (n°9, пред- 
ложение 7). Пусть С”’— такая камера и U — непустой от- 
крытый шар с центром а, не пересекающий гиперплоскостей 
из 9 — $’. Так как аеС”, то существует b=Uf}C’. При 
этом в DEH для всех HEY, так что b принадлежит неко- 
торой камере С относительно 9. Поскольку <, верно 
включение Сс С”. Множество U NC’ не пересекает никакой 
гиперплоскости HE S$ и выпукло, поэтому U(\C’ CC. Стало 


быть, ASC, Обратно, пусть С; — камера относительно W, 


содержащаяся в С” и такая, что аеС,. Тогда С, пересе- 
кат U и ОПС < ИПС’ = ОПС. Камеры С и C,, имея 
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общую точку, совпадают. Для любого элемента wWeW, 
будет и’(И) = 0, и, следовательно, 


U Nw’ (С) =’ (U NC) = w’ (U NC’) =U’ (C’). 


Поскольку объединение w’(C’) с w’G@W, плотно в E, 
объединение ИГ’ (С’) = ИП а” (С) является плотным в U, 


и поэтому объединение w’(C) с w’ GW, содержит U. Ha- 
конец, если Н — стенка камеры С”, то существуют точка 
c=UfH и открытая окрестность V CU точки с, такие, 
что V AC” есть пересечение У и открытого полупространства, 
ограниченного Н и содержащего С”. Поскольку ИП С’== 
—=УПИПС’” ="ИПИПС= ИПС, мы видим, что Н — стенка 
камеры С. Если W бесконечна и неприводима, то С — от- 
крытый симплекс (n°9, предложение 8) и поэтому имеет 
одной стенкой больше, чем открытый симплициальный ко- 
нус С’. 

Следствие. Пусть W — существенная группа. 

(i) Если ае=Ер— специальная точка, то существует ка- 
мера С, такая, что а будет экстремальной точкой замыка- 


ния С. 


(ii) Если С — камера, то в С существует экстремальная 
точка, специальная для И. 


Первое утверждение следует из предложения 11, а вто- 
poe — из первого и из того факта, что № действует Ha MHO- 
жестве камер транзитивно. 


Напротив, не всякая экстремальная точка замыкания С является 
специальной точкой для W (см. гл. VI, таблица X, системы By u Go), 


Замечание 1). Предположим, что группа W — существен- 
ная, неприводимая и бесконечная, и вернемся к обозначе- 
ниям предложения 11. Так как U — изоморфизм группы W, 
на U(W), то мы видим, что граф Кокстера группы переме- 
щений U(W) (порожденной отражениями U (5) для HES) 
получается из графа Кокстера группы W зачеркиванием Bep- 
шины 1, соответствующей единственной стенке камеры С, 
которая не является стенкой камеры С”. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 12. Предположим, что группа № суще- 
ственна. Пусть а — специальная точка, [ (а) — множество ee 
образов относительно группы переносов L и С — некоторая 
камера. Тогда С пересекает L(a) в одной и только одной 


точке. Эта точка будет экстремальной в замыкании С. 


Существует камера C), такая, что а будет экстремальной 
точкой ее замыкания С, (следствие предложения ll). Каждая 
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камера имеет вид С =’ (С) с w GW, и tel, поскольку 


W=W,„.L. В таком случае С имеет экстремальную точку 
tw’ (а) = К(а) = L(a). С другой стороны, С не может содер- 
жать двух различных точек из [. (а), так как Dia фундамен- 
тальная область для W (n°3, теорема 2). 


Замечание 2). Множество L(a) содержится в множестве 
специальных точек, но, вообще говоря, с ним не совпадает 
(cm. гл. VI, $ 2, n°2, и таблицы I — VI). 


$ 4. Геометрическое поедставление группы Кокстера 


В этом параграфе будут рассматриваться только веще- 
ственные векторные пространства. 


1. Форма, ассоциированная с матрицей Кокстера 


— AY 
Пусть $ — некоторое множество и M=(m(s, 5’) yes” 
матрица Кокстера (гл. ТУ, $ 1, п°9) типа $. Напомним, что 
все это означает следующее: 


1) элементы матрицы М суть целые числа или -+ 00; 
2) матрица М — симметрическая; 
3) т (5, $) =1 для всех $5; 
4) т($, 5$’) >2 для s#s”. 
Пусть E = R'S), (е,). _‹ — канонический Saauc в Би Ви — 
билинейная форма на E, такая, что 


д 


Вм (e,, es) = — COS т (5, 5) . 


Форма Ви — симметрическая. Говорят, что эта форма 
ассоциирована с матрицей М. Имеем 


Вм(е., е;) =1 и Ви(е., ey) <0, если ss". 


Пусть SES, и пусть [, — линейная форма x+>2By(e,, x). 
Обозначим через о, исевдоотражение, определенное парой 
(e,, I.) (см. $ 2, n°1). Поскольку (e,, Is) == 2, это будет отра- 
жение ($ 2, n°2). Имеем 


O, (x) = x — 2By (es, Х).е, 
и, в частности, 
д 


0, (8) =e, + 2 cos mas) er 
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Так как €, неизотропен относительно By, то пространство E 
есть прямая сумма прямой Re, и гиперплоскости H,, орто- 
гональной к е.. Ввиду того что о; равно —1 на Ве. и | 
Ha H,, Псевдоотражение 0, сохраняет форму By. Понятно 
поэтому, что, когда $ конечно, а форма By невырождена 
(к этому случаю мы вернемся в n°8), oO, будет ортогональ- 
ным отражением ($ 2, n°3). 


2. Плоскость Es,» и группа, порожденная отражениями Os 
u Os 


В этом пункте через $ и $’ обозначаются два элемента 
множества $, ss’. Положим m=m(s, 5’) и обозначим 
символом Es, 5’ плоскость Ве; Ф Ве... 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ .|. Сужение By на E,s является положи- 
тельной формой. Она невырождена тогда и только тогда, 
когда т конечно. 


Пусть г = хе, + yey с x, y=R — элемент плоскости Ех, ». 
Тогда 


2 
By (2, 2) =x? — 2xycos= + Yr =(x—y. cos =. + sin +, 


откуда следует, что By положительна Ha Es,s и что она 
| ._ Jt 
невырождена тогда и только тогда, когда sin—— == 0. Пред- 


ложение доказано. 

Отражения O, и Oy оставляют устойчивой плоскость Es, 5". 
Определим порядок сужения элемента 0,0 на Е, ;. Здесь 
различаются два случая: 

а) 111 == + oo. 

Пусть ue, | е.’. Тогда Вм(и, е.) = Вм(и, es) =0 и, сле- 
довательно, вектор и инвариантен относительно 0, и о... 
Далее, Ä 


0; (oy (e;)) == Oy (e, a 2e,) — За. ni 287 = 2u + Cs, 


откуда 
(0,0,)" (€,) = 2nu +e, для всех ПЕЙ. 
Таким образом, сужение элемента 0,0, Ha Es имеет бес- 
конечный порядок. 
6) т конечно. 


Форма Ви наделяет Es структурой евклидовой пло- 
скости. Поскольку скалярное произведение векторов е; ие, 


gt It 
равно — COS = = COS (x — =), мы можем ориентировать Ess 
так, что угол между полупрямыми Rie, и Rie, будет равен 
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л / 
it. Если D и D’—nonynpaMbie, ортогональные к e, 


7° ann п 
FER D) RE — (D, Dire 


Однако сужения O, и Gy элементов о; и Oy на Es, являются 
ортогональными отражениями относительно D и D’, По- 
этому, согласно следствию предложения 6 из $ 2, n°5, 


nr 27 
6,07 есть вращение Ha угол —-. В частности, его порядок 


равен m. 
Вернемся теперь к случаю всего пространства E. 


ПРЕдложЕНИЕ 2. Подгруппа в GL(E), порожденная в; 
и Og, есть диэдральная группа порядка 2т (5, Ss’). 


Так как элементы O, и Oy порядка 2 и различны, то 
достаточно убедиться в том, что порядок их произведения 
0,0, равен 11 ($, 5’). Когда т ($, 5’) бесконечно, это следует 
из рассмотренного выше случая а). Если же 1т ($, 5’) конечно, 
то из предложения | вытекает, что пространство Е будет 
прямой суммой плоскости Es,s’ и ортогонального к ней до- 
полнения V.,s. Поскольку ©, и O, действуют на V,,s тожде- 
ственным образом, а сужение 0,0, на E,,s’ ввиду 6) имеет 
порядок 11 ($, 5’), то порядок 0,|0, тоже равен 11 (5, 5’). 


3. Группа и представление, ассоциированные с матрицей 
Кокстера 


Мы сохраняем обозначения предыдущих пунктов. Пусть 
У = (М) —группа, определенная семейством образующих 
(gs), 3х И соотношениями |) 


(5. 8) 1 — Fr S, $7 = ев т (5, 5”) — ив 55. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 3. Существует, и только один, гомоморфизм 
6: Wir GL(E), 


Эля которого 0(g,)=0o, при всех SES. Элементы группы 
© (У) сохраняют билинейную форму By. 

Для доказательства существования и единственности с 
‘достаточно убедиться в том, что (0,05) °°) = 1 при m(s,s’) = 
— - <. Ho для S=s’ это следует из того, что в, имеет 


1) Это означает, что если Ls — свободная группа с образующими из $, 
то W есть факторгруппа - Ls по наименьшей нормальной подгруппе, co- 


держащей (55’)” (5) для т (5, 5’) == + 00. 
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порядок 2, a для S&S’ —u3 результатов n° 2. Наконец, 
поскольку отражения O, сохраняют By, то же самое верно 
‘и для любого элемента группы о (М). 


Замечание 1). В n° 4 мы докажем, что отображение © 


инъективно. Таким образом, группа W может быть отожде- 
ствлена с подгруппой в СЁ (Е), порожденной отражениями 0,. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 4. а) Отображение $--> g, множества в W 
инъективно. 

6)’Каждый элемент 8, имеет порядок 2. | 

в) Если $, S ES, то g,g, имеет порядок т (б, s’). 


Утверждение а) следует из того, что сложное отображение 
Sr" lou” 
множества $ в GL(E) инъективно. 


Для доказательства 6) (соотв. в)) заметим, что порядок 
элемента 5, (соотв. произведения 8.8.) не больше 2 (соотв. 


не больше т ($, s’)). Но как видно из n° 2, порядок ©, (соотв. 
0505) равен 2 (соотв. 11 (5, s’)), так что мы получаем нужные 
равенства. 


Ввиду а) можно ‘отождествить $ с подмножеством 
группы W при помощи отображения $ => б... 


Следствие. Пара (М, 5) является системой Кокстера с ма- 
трицей М. 

Это не что иное, как перефразировка свойств 6) и в) 
с учетом определения группы W. 


Замечание 2). Итак, мы показали, что всякая матрица 
Кокстера ‚соответствует некоторой группе Кокстера. 


4. Контрагредиентное представление 


Пусть Е” — пространство, дуальное к Е. Поскольку W 
действует на Е посредством гомоморфизма а, она действует 
также с помощью перенесения структуры на Е”. Соответ- 
ствующее представление 


0: № — СЕ (Е*) 
называется контрагредиентным представлением для в. Имеем 
д" (№) = в (ш-!) для всех w = W. 
Аналогично обозначим через w (x*) образ элемента x' = E* 


относительно o (w) с wEW. Символом А; при s=S 060- 
значим множество тех X € Е", для которых x" (e,) > 0. Пусть 
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С — пересечение всех A, $ +5. В случае когда $ конечно, 
С — открытый симплициальный конус в Е" ($ 1, n° 6). 


ТЕОРЕМА 1 (Turc). Если w = W и СПо(С) Æ ©, то ш=1,. 
Укажем сразу несколько следствий этой теоремы. 


СледствиЕ |. Группа № действует просто транзитивным 
образом на множестве всех ш (С), we W. 


Это очевидно. 


СЛЕДСТВИЕ 2. Представления в и 0° инбективны. 


Действительно, если o (&) =1, то w(C)—C, откуда no 
теореме | w— |. Инъективность представления O вытекает 
из инъективности представления 0”. 


СЛЕДСТВИЕ 3. Если 5 конечно, то 0(W) — дискретная под- 
группа группы GL(E) (с канонической структурой группы Ли). 
Это же справедливо и для 0’(W) как подгруппы в GL(E*). 


Пусть х’еС. Множество U тех g = СЁ (Е“), для которых 
5 (х’) EC, есть окрестность единичного элемента в GL (E’).. 
По теореме имеем 
| 0" (И) ПИ = {1}. 
Следовательно, o (W) — дискретная подгруппа группы GL (£"). 
С помощью перенесения структуры получаем, что o(W) ди- 
скретна в GL(E). 


Доказательство теоремы |. 

Обозначим через l(w) длину элемента wEW относи- 
тельно $ (гл. IV, $ 1, n° 1). 

Мы начнем с доказательства следующих утверждений, 
в которых и — целое число > 0. 

(P,) Пусть ® — элемент из № длины Ци) =пи ses. 
Тогда 
_ либо wW(C)E À;; 

либо w(C) CsA, u I(sw)=1(w) — 1. 


(Q,) Пусть WEW, l(w)=n и s,s’ ES, ss". Пусть, 
далее, Ws,» —nodepynna в W, порожденная $ и s’. Тогда 
существует элемент UG Ws,s, для которого 


w(C)Cu(ANAs) и Ка) = Ци + Ки). 


Эти утверждения тривиальны при m=O. Мы будем вести. 
доказательство индукцией по п, следуя схеме 


((Р„) И (Qu) => (Ри+1) и ((Py+1) И (Qu)) => (9+1). 


Доказательство импликации ((P,) и (Qn)) = (Ps). 
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Пусть ше Й, [(%) =п-- Тиз =5. Мы можем записать w 
в виде w=s’w’, где !=S и !(w)=n. При 5’ = утвер- 
ждение (P,), примененное к w’, показывает, что ш’ (С) < À,, 
откуда w(C)cCs(A,), и мы имеем l(sw)—=1(w") —1(w) — 1. 
В случае 5’ = $ утверждение (Q,), примененное к W’, пока- 
зывает, что существует и = Ws,5, для которого 


w’ (С) Cu (AN As) и l(w’)=l(u)+1(u-'w’). 
Тогда w(C)=—s’w’ (С) < s’u (А; As’). 


JIEMMA 1. Пусть $, $7 ES, $525’, и пусть ЕЙ; . Гогда 
v(AsN As) содержится либо в A, либо в $(А; и во втором 
случае l(svo)=1(v) — 1. 

Доказательство леммы будет дано в n° 5. 

Применяя эту лемму к элементу э=5’и, мы получаем 
две возможности: 

либо 


s'u (АА ПА) € As и тем более w(C) A,, 
либо 
s’u (А ПА; erates и тем более w(C)CS(A,). 
Кроме Toro, во втором случае /(ss’u) =1(5’и) — 1, откуда 
1 (sw) = [($5'щ”) —l(ss'u .u-'w’) <1 (ss’u) + 1 (u-!'w’) = 
— [(s'u) + 1(u-'w’) — 1 =1(w) — 1, 


а как известно, отсюда следует, что J (sw) — [(w) — 1. 


Доказательство импликации ((P,41) и (Qn) = (Qn+1)- 

Пусть wEeW,l(w)=n+luns,s S&S, $52 $'. Если w (C) 
содержится в A;(]As, TO утверждение (Qn) справедливо 
при и =1. В противном случае предположим, например, что 
и (С) не содержится BA, Согласно (P,.,,), ® (С) с 5(А,) и 
I(sw)=n. Согласно (Q,), примененному к SW, существует 
элемент VE Ws, gs’, для которого 


sw(C) Cv(AsQ As) и (sw) =1(v) +l (u's). 


Тогда 
и (С) < su (А; 1) As’) 
(и) = 1 + (sw) = 1 + Ко) + l(v"!sw)> 
> 1(50) + 1 (sv)! w) > (в), 


так что все неравенства здесь будут равенствами. Мы видим, 
что (Qn41) справедливо, например, при и = SU. 
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Доказательство теоремы. 

Пусть weW и wl. Можно записать ш в виде sw’ 
с зе и 1(w’)=/(w) —1. Согласно (P,) при n=/!(w’), при- 
мененному к w’, имеем &’(С) CA,, так как случай и” (С) < 
<= $(А.) исключается равенствами I(sw’)=I1(w)=I1(w’)+ 1. 
Итак, w(C)=sw’(C) Cs(A,), а поскольку À, и $(А;) не пере- 
секаются, СП (С) = 0. Ч. Т. Д. 


5. Доказательство леммы 1 


* 
Пусть Es,» — дуальная к Es, 5 = Ве. Ф Rey плоскость (n° 2). 
Отображение, сопряженное к инъекции Ех, —> Е, является. 
сюръективным отображением 


р: В Er 5”, 


которое коммутирует с действием группы Ws,s. Ясно, что. 
As, Ay и А; ПА; — прообразы относительно р соответствую- 


* 
щих подмножеств на плоскости Es, (рассматриваемой как 
пространство контрагредиентного представления группы Кок- 
стера Ws, 5). Так как длина элемента группы Ws, 5 относи- 


тельно {S, $'} совпадает с его длиной относительно $ (гл. IV, 
$ 1, n° 8), то все сводится в конце концов к случаю, когда 
S = {5, 5'}. Если т== т ($, 5’), то № — диэдральная группа. 
порядка 2т. 

Будем различать два случая: 

а) т == + oo. 
Пусть (8, =”) — базис, дуальный к (es, es). Тогда 


$.= — 8-28’, 5’. ==, 
8. в=8 , 5.8 = 28 — 


Пусть D — аффинная прямая в E”, содержащая в и e’. 
Приведенные выше формулы показывают, что О устойчива. 
относительно $ и S’ и что сужение $ (соотв. 5’) на D есть. 
отражение относительно точки €’ (соотв. =). Пусть 


9: R>D 


—аффинная биекция # => 0 (t) = te + (1—2) =’. Пусть /„—06pas: 
относительно 09 открытого интервала Jn, п + 1(, и пусть. 
C, — объединение Al,, À > 0. Тогда С, =<С. Далее, согласно. 
замечанию из $2, n°4, примененному к аффинному про- 
странству D, интервалы /, переставляются просто транзи- 
тивным образом группой №. Стало быть, то же самое отно- 
сится ик C,. Если vue W, то v(C) совпадает с одним из C, 
и, следовательно, содержится в A, при п>0 ив S(A,) при 
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n<0. Во втором случае /, u /„ лежат по разные стороны 
OT точки =’, откуда [($9) =[(9) — 1 (там же). 

6) т конечно. 

В этом случае форма By невырождена (n°2) и позво- 
ляет отождествить Е” c Е. Мы видели, что плоскость Е 
можно ориентировать так, что угол между полупрямыми 


Rie, и Riey будет равен n——. Пусть D (соотв. D’) — 


полупрямая, получающаяся из R,e, (соотв. R,e,) вращением. 
на угол n/2 (соотв. — 2/2), как это показано на рис. 2. 


[4 


Puc. 2. 


Камера С есть множество тех хе E, для которых скалярное 
произведение се; и ey будет >0. Это открытый угловой 
сектор с началом D’ и концом D. Согласно замечанию 
из $ 2, n°5, любой элемент v из W переводит С в угловой 
сектор, расположенный от D либо по ту же сторону, что 
и С (Т. е. содержащийся в A,), либо по другую сторону 
(т. е. содержащийся в SA,), и в последнем случае 


[($9) =I1(v) — 1. 


Тем самым доказательство леммы закончено. 


6. Фундаментальная область группы М в объединении камер 


Мы сохраняем обозначения n°4. Обозначим через H,, 
$ = $, гиперплоскость в КБ”, ортогональную к е;; через 


А; — множество тех x" < Е", для которых (x", е;) 20, и через 


С — пересечение всех А; сз == $. В слабой топологии с (E", Е), 
определяемой двойственностью между E* и E (Ton. вект. 


простр., гл. II, $ 4, n°2), множества А; будут замкнутыми 
полупространствами, а С — замкнутым выпуклым конусом. 


Далее, С будет замыканием С. B самом деле, если x' SC 
и "ЕС, то x*+ty*SC для любого вещественного числа 
{> 0 и x*=lim(x* + ty’). 

: t>0 
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Для X <S положим 


ce (0.1.0. 


sex seES—-X 


Имеем Cx CC, Cg=C и Cs = {0}. Множества Cyc ХеЗ($} 


образуют разбиение С. 

С другой стороны, напомним (гл. IV, $1, n°8), что 
символом Wy мы обозначали подгруппу в W, порожденную 
множеством X. Очевидно, что w(x")=x" для ме Мхих" Су. 


ПРЕдложЕНИЕ 5. Пусть X, X ES uw, w EW. Если 
ш (Сх) По’ (Cx) AO, то X=X,wWı=wWr и w(Cx) = 
= w’ (Cx). 


Все немедленно сводится к случаю, когда w’ = 1. Дока- 
зательство проведем индукцией по длине п элемента w. При 
п —=0 утверждение очевидно. Если / (w) > 0, то существует 
seS, для которого | (sw) =1(w) — 1, а тогда (см. конец n° 4) 


w(C)<s(A,), откуда ш (С) < 5(А.). Так как CCA,, то 
СПо (С Н.. 


Поэтому s(x*)=x* для всех x*ECNw(C) и тем более 
для всех 
x" = Cx Пи (Cx). 


Таким образом, из соотношения Cy ()w(Cx)~ @ следует, 
с одной стороны, что Cy [|] Н; == @, откуда $ = À”, и, с другой 
стороны, что Cy [|] sw (Cx) == ©. По предположению индукции 
тогда имеем Х =X’ и swWxy=Wy = \х, откуда swe Ух 
ише W,, поскольку SE Wy. Значит, u =Wruw (Ey 
—=Crxy=Cy. 


Следствие. Пусть X — подмножество множества $ и 
x — элемент из Cy. Гогда стабилизатором X в W является 
группа Wy. 


Пусть теперь U — объединение всех w(C) для weW, 
и пусть & — множество подмножеств в U вида wW(Cx)cXCS 
и weW. Из сказанного выше следует, что Ÿ является 
разбиением U. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 6. (i) Конус U выпукл. 
(ii) Каждый замкнутый отрезок в U пересекает лишь 
конечное число элементов множества $. 


(iii) Конус С есть фундаментальная область для группы W, 
действующей в U 

Для доказательства утверждения (111) достаточно показать, 
что если и (х*) = у’ для x”, y eCunweW, то x*=y". Ho 
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в S существуют два таких подмножества À и У, что x EC, 
иуеСу. Имеем w (Сх) П Су # © и по предложению 5 Х=У 
uweWy, откуда следует, что х“ =". 

Пусть теперь x", y = U. Покажем, что замкнутый отре- 
зок [ху] пересекает только конечное число элементов из Ÿ, 
доказав тем самым сразу и (1), и (ii). С точностью до преобра- 
зования x MH И’ при помощи одного и того же элемента 
группы W можно предполагать, что x EC. Пусть w — эле- 
мент из №, для которого y = и (С). Проведем индукцию 
по длине элемента w. Для s@S соотношение & (С) ZA, 
эквивалентно соотношению &(С) ZA, и, следовательно, не- 
равенству / (sw) < [(&) (см. n° 4). Поэтому из предло жения 7 
гл. IV, $ 1, n°8, вытекает, что существует лишь конечное 
число SES, для которых w(C) À. Стало быть, мно- 
жество Т таких SES, что (y, e,) < 0, конечно. С другой 
стороны, пересечение СГ [х”у"] есть замкнутый отрезок [х"г"]. 
Eem 2 =", т.е. 200m ¢ y ec, TO существуют подмножества À 
и Y BS, для которых x" = Cy uy’ Е Су. Тогда открытый oTpe- 
30K "у" [ содержится в Cxny; откуда [ху] < CxU Су 0 Схпу. 
Если 2“ 52 y", то найдется такой элемент $ ЕТ, что 2° Н.. 
Тогда w(C)ZA, и l(sw) <l(w). Следовательно, по пред- 
лоложению индукции отрезок [2“у"] == s ([z* (sw (y’))]) покры- 
вается конечным числом элементов из %. Поэтому и 


[x*y*] == [x*z*] U [zy], 


ибо. [х*=*] < С. 


7. Неприводимость геометрического представления 
группы Кокстера 


Сохраним обозначения предыдущих n° и предположим, 
что 5 конечно. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 7. Предположим, что система (У, 5) не 
приводима (гл. IV, § 1, n°9). Пусть Е? — подпространство 
в Е, ортогональное к Е по отношению к форме By. Группа W 
действует на Е’ тривиально, и любое отличное от Е noo- 
пространство, устойчивое относительно №, содержится в E”. 


Если хе ЕО, то 0,(х) =х— 2Вм(е., x)e, =х для всех 
$ =5. Поэтому группа М, порожденная множеством S, TPH- 
виально действует на FE". 

Пусть Е’— подпространство в Е, устойчивое OTHOCH- 
тельно №. Пусть $, 5’е 5’ — два элемента, соединенные 
в графе Кокстера Г пары (W, $) (гл. IV, § 1, n°9). Ha- 
помним, что это означает выполнение неравенства 11 ($, 8’) 23. 
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Предположим, что е; = Е”. Тогда oy(e)=E’, а так как 
коэффициент при ey в Os (es) отличен от нуля, TO ey РЁ”. 
Ввиду связности Г из этого следует, что подпространство E’, 
содержащее хотя бы один вектор е., содержит их все и 
совпадает с Е. Этот случай исключен условием, и поэтому 
по предложению 3 из $ 2, n°2, для всех $ = 3 простран- 
ство Е’ должно содержаться в гиперплоскости H,, ортого- 
нальной к е.. Так как пересечение гиперплоскостей H, 
совпадает с E°, то тем самым предложение ' доказано. 


Следствие. Предположим, что система (№, $) неприво- 
дима. Тогда 

а) если By невырождена, то И-модуль Е абсолютно‘прост; 

6) если Ви вырождена, то У-модуль Е является nony- 
простым. 


В случае а) предложение 7 показывает, что модуль E 
прост, а тем самым и абсолютно прост ($ 2, n°1, пред- 
ложение 1). 

В случае 6) имеем Е°==0, EE (поскольку By 0) 
и предложение 7 показывает, что E не допускает устойчивого 
относительно № дополнения. Следовательно, М-модуль E° 
не является полупростым. 


8. Критерий конечности 


Сохраним обозначения предыдущих n° и предположим, 
что S конечно. 


ТЕОРЕМА 2. Следующие утверждения эквивалентны: 


(1) У — конечная группа; 
(2) Ви — невырожденная положительная форма. 


(1)= (2). Пусть $ = U S; — разложение множества $ 


на связные компоненты (гл. IV, $ 1, n° 9), и пусть W = Il W,— 


1 
соответствующее ему разложение группы W. Пространство Е 


e e Ss 
отождествляется с прямой суммой пространств Е; —=R i, 
а Ви — © прямой суммой соответствующих форм By,. Таким 


образом, мы приходим к случаю, когда система (W, 5) не- 
приводима. Поскольку № предполагается конечной, Е будет 
полупростым Я-модулем (дополнение, предложение 2). Ввиду 
следствия предложения 5 отсюда вытекает, что модуль Е. 
абсолютно прост. Пусть тогда В’ — невырожденная положи- 
тельная форма Ha E, и пусть В” — сумма ее образов OTHO- 
сительно W. Поскольку эта сумма инвариантна OTHOCH- 
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тельно W, она пропорциональна форме By ($2, n°1, 
предложение 1). Так как Byle, е;) =1 для всех SES, то 
коэффициент пропорциональности >0, а так как форма В” 
положительна, то и Вм обладает этим свойством, откуда 
следует утверждение (2). 


(2) = (1). Если Ви-невырожденная положительная форма, 
то ортогональная группа О (Ви) компактна (Интегр., гл. УП, 
$ 3, n°1). Поскольку o(W) — дискретная подгруппа в О (Ви) 
{следствие 3 теоремы |), отсюда следует, что o(W) конечна, 
а значит, и группа конечна. Ч. T. I. 


В процессе доказательства был получен следующий ре- 
зультат: 


СЛЕДСТВИЕ. Если система (М, $) неприводима и конечна, 
то Е — абсолютно простой №-модуль. 


Критерий, доставляемый теоремой 2, позволяет класси- 
фицировать все конечные группы Кокстера (см. гл. УТ, $ 4). 
Мы ограничимся здесь одним предварительным результатом. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 8. Если группа W конечна, то граф си- 
стемы (У, 5) является лесом (гл. IV, Дополнение). 


Действительно, в противном случае этот граф содержал бы 
un (Su ..., Sch 12234 Если положить т; =т ($, Si), 
lsi<n, и т, =т ($1, Si), то это означает, что т; 23 для 
всех i. Пусть 

х=е, + 2 Ta. 


Тогда Вм(х, x) =n+2 № Bu(es, es,). Однако ') 


i<j 
л sc l 
Bu(es,, &s,,,)= ма =a. Se 
—|+ i 3 
1) Корнями уравнения 23 — | — 0 являются Im a Поэтому 
27 | st 1 
cos—3- = — > и, следовательно, с0$ = Заметим по этому поводу, 
что sin 2 V3 откуда 
3 2 
an 
Foro er во. u @ a 
ae l+i 
‘Аналогично корнями уравнения г? — Î — (0 являются + Va" отку да 
л V2 ‚ Зл 3n __V2 
COS — = — = — ss — = ——, 
sin + D M, значит, sin = — cos —] 2 
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и то же самое верно для Вм(е.„, Es). Поскольку остальные 
члены рассматриваемой суммы будут QO, получаем 
Bus, x)<n—n=0 


в противоречие с тем, что форма By положительна и не- 
вырождена. 


Следствие. Если система (W, S) неприводима и конечна, 
то ее граф является деревом. 


Действительно, связный лес — это дерево. 
Сравнение с результатами $ 3. 


Пусть сначала (W, 5) — конечная группа Кокстера. Обо- 
значим через (x|y) форму Вм(х, y). По теореме 2 она 
определяет скалярное произведение на Е. При всяком se 3 
пусть A, — гиперплоскость, ассоциированная с ортогональ- 
ным отражением O,, и пусть ® — семейство гиперплоскостей 
w(H,) для SES, weW. Пусть С, — множество хеЁ, для 
которых (x |е.) > 0 при всех $ = 5. Наконец, отождествим W 
(при помощи 0) с подгруппой ортогональной группы O (EF) 
евклидова пространства E. 


ПрРЕдложЕНИЕ 9. В предыдущих обозначениях № есть 
подгруппа в O(E), порожденная отражениями относительно 
гиперплоскостей из.%. Это существенная группа ($ 3, n°7) 
и С, — камера в Е относительно системы 9. 


Первое утверждение тривиально. С другой стороны, если 
вектор XE= E инвариантен относительно W, то он ортогона- 
лен всем €, и, следовательно, нулевой. Поэтому группа W 
существенна. Наконец, изоморфизм Е-> Е", определяемый 
формой By, переводит Су в множество С из n°4. Доказан- 
ное там свойство (P,) показывает, что для любого we W 
и любого s@S множество w(Cy) не пересекается с Hg. 
Приходим к заключению, что Су содержится в дополнении U 
объединения гиперплоскостей из 9, а поскольку Су связно, 
открыто и замкнуто в U, То это есть камера в Е относи- 
тельно 9. Ч. Т. Д. —_ 


К W и Co можно, следовательно, применить все утвер- 


ждения, доказанные в $ 3. В частности, С, — фундаменталь- 
ная область для действия группы W на Е (иначе говоря, 
конус U, определенный в n°6, совпадает со всем Е). 
Обратно, пусть Е — вещественное векторное пространство 
конечной размерности со скалярным произведением (x |y), 
и пусть W — существенная группа перемещений в E, оста- 
вляющая 0 неподвижным. Предположим, что W порождена 
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отражениями. Пусть С, —камера в E относительно (см. § 3), 
а S — множество ортогональных отражений относительно ее 
стенок. Тогда (W, $) — конечная система Кокстера ($ 3, n°2, 
теорема 1). Далее, обозначим через Н., s=S, стенку 
камеры Су, соответствующую образующей $, и через €, — еди- 
‘ничный вектор, ортогональный к Н; и лежащий по Ty же 
сторону от H,, что и Co. Если (т (5, s’)) — матрица Кокстера 
системы (W, 5), то предложения 3 и 7 из $ 3 показывают, что 


57) 
т ($, 5’) 
и что €, образуют базис в Е. Таким образом, естественное 


представление W в Е отождествляется с представлением в 
из n°3. 


(es |es) = — cos | 


9. Случай, когда форма Bm положительна и вырождена 


В этом пункте мы предполагаем, что множество $ конечно, 
система (У, $5) непрчводима, а форма Ви положительна и 
вырождена. 


JIEMMA 2. Ортогональное ко всему Е по отношению к Ви 
пространство E° имеет размерность 1. Оно порождено векто- 
ром v= У це, со. > 0 для всех 5. 

ses 

Это следует из леммы 4, $ 3, n°5, примененной к матрице 
формы By (es, és’). 

Пусть о = У ve, — вектор, удовлетворяющий условиям 

$ 


леммы 2 и такой, что >) v,=1. Пусть А — аффинная гипер- 


5 

плоскость в E*, состоящая из тех Y'=E’, для которых 
(о, y )—1. Если через T обозначить ортогональное дополне- 
ние ков E*, то А наделяется естественным образом струк- 
турой аффинного пространства с пространством переносов Г. 
Далее, форма Вм при переходе к факторпространству опре- 
деляет невырожденное скалярное произведение на E/E”, a 
значит, и на дуальном к нему пространстве Т. Тем самым 
получаем структуру евклидова пространства на аффинном 
пространстве А (Алг., гл. IX, $ 6, n°6). 

Пусть G — подгруппа группы GL (Е), состоящая из авто- 
морфизмов, которые оставляют инвариантными вектор о и 
форму By. Контрагредиентный к ge С элемент ’g-! оста- 
вляет устойчивыми А и Т и определяет при сужении на А 
перемещение i(g) пространства А (см. $ 3). Совершенно 
очевидно, что таким образом получается изоморфизм 
группы С на группу перемещений пространства А. Далее, 
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стабилизатор С„ точки а А отождествляется с OPTOTOHAJIB- 
ной группой гильбертова пространства / и является, следо- 
вательно, компактным. В то же время G — локально KOM- 
пактная группа, счетная в бесконечности, и А — простран- 
ство Бэра, поэтому (Интегр., гл. УП, приложение I, лемма 2) 
отображение : gt 5 (а) определяет гомеоморфизм G/G, 
на À. Следовательно, G действует на А собственно разрывно 
{Общ. ron., гл. III, 3-e изд., $ 4, n°2, следствие предложе- 
ния 5). Поскольку № — подгруппа в G, она отождествляется 
с группой перемещений пространства 4. Докажем теперь, 
что эта группа удовлетворяет предположениям § 3. Более 
TOUHO: 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 10. Группа W с дискретной топологией 
действует на А собственно разрывно. Она порождена орто- 
гональными отражениями. Она бесконечна, неприводима и 
существенна ($ 3, n°7). Пересечение СПА есть камера в А 
относительно W. Если обозначить через L, гиперплоскость 
в À, высекаемую на А гиперплоскостью в Е" ‚ ортогональной 
ке., то все [; с S&S образуют семейство стенок для СПА. 
Если. 2; — единичный вектор в T, ортогональный к L, 
и лежащий по ту же сторону от L,, что и СПА, то 


(el) = — с0з (т) (для $, ES) и матрица Кокстера 
группы № ($ 3, n°4) совпадает с M. 


Согласно следствию 3 теоремы 1, группа W дискретна 
в GL(E), а следовательно, и в С и собственно разрывно 
действует в А. Пусть $ =5. Так как Сага $ >2, то гипер- 
плоскость в Е”, ортогональная к е., не ортогональна кои 
ее пересечение [; с А тоже будет гиперплоскостью. Таким 
образом, перемещение, соответствующее $, есть преобразо- 
вание порядка 2, оставляющее неподвижными все точки 
гиперплоскости L,; это не что иное, как ортогональное 
отражение, ассоциированное с Г... Тем самым W порождена 
ортогональными отражениями. Теорема 2 показывает тогда, 
что W бесконечна, а предложение 7 — что она р 
и неприводима. 

Так как С — открытый симплициальный конус, стенками 
которого являются гиперплоскости с уравнениями (x, es) =0 
{для se S), то пересечение СПА выпукло и, значит, связно, 
открыто и замкнуто в дополнении объединения гипер- 
плоскостей L, в А. Далее, СПА непусто, потому что x eC 


влечет (x*, о) = Du,(x',e)>0 n (x", v) x" SCA. Отсюда 


5 - 
следует, что СПА является камерой в А относительно CH- 
стемы гиперплоскостей [.,. Кроме того, w(CNA)NL = 
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для всех ше (см. n°4, свойство (P,)), и поэтому СПА-— 
камера в А относительно системы, полученной при действии 
на гиперплоскости L, всеми элементами группы W. Согласно 
следствию теоремы 1 из $ 3, n°2, отсюда следует, что 
СПА будет камерой в А относительно И. 

Пусть теперь a, — вершина симплекса СПА, не лежащая 


на L,. Тогда 
(A, e,) zu 0 
для $, [Е ФЗ, sÆt,nu 
+ ee ee. ee 
(A, е,) en, (A, v) roe EZ 
Пусть €, — вектор в Г, определенный соотношениями 
" à ER soul 
(e, | a; a)=v;! для ES, #525. 


Вектор €, ортогонален к L, и лежит по ту же сторону от L,, 
что и СПА. Кроме того, 


(в; |a, — а) = << а" — a.) каковы бы ни были $, te S. 


Это показывает, что =, — образ класса элемента €, при H30- 
морфизме Е/Е° на Т, определенном квадратичной формой By. 
Отсюда следует, что 


| (в; le) = By (es, ei). 
Таким образом, =; является на самом деле единичным векто- 
ром, и последнее утверждение предложения 10 доказано. 


Мы скажем, что евклидово аффинное пространство А, 
снабженное группой №, есть пространство, ассоциированное 
с матрицей Кокстера М, и обозначим его символом Ам. 
Предложение 10 допускает обращение: 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 11. /Iycre № — группа перемещений евкли- 
дова аффинного пространства A, удовлетворяющая усло- 
виям § 3. Предположим, что W бесконечна, существенна и 
неприводима. Тогда форма By, сопоставленная матрице 
Кокстера М группы У, вырождена и положительна и суще- 
ствует единственный изоморфизм ассоциированного с М 
аффинного пространства Ам на À, коммутирующий с дей- 
ствием группы У. Этот изоморфизм переводит скалярное 
произведение на Ам в некоторое кратное скалярного произ- 
ведения на А. 


Пусть С, — камера в Аи $ — множество ортогональных 
отражений относительно стенок Cy. Если N, обозначает еди- 
ничный вектор, который ортогонален гиперплоскости N,, 
ассоциированной с $, и лежит по ту же сторону от N,, что 
и Co ($ 3, предложение 3), то форма Ви обладает тем свой- 
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ством, что Ви(е., е‚} = (п. In) для $, Ее $. Следовательно, 
она положительна. Так как N, линейно зависимы ($ 3, n°9, 
предложение 8), то она вырождена. 

Таким образом, мы можем применить к М предыдущие 
построения. В тех же обозначениях, что и ранее, имеем 
(=. le) = (м. |), и существует, причем единственный, изо- 
морфизм ф гильбертовых пространств, отображающий T на 
пространство переносов в A, так что gQle)=n,. Пусть 
аи b— две различные вершины камеры Су и So — отраже- 
ние из 5, для которого а  N.. Пусть, далее, А = (па — 5) 
и ф — аффинная биекция пространства Ам на À, определен- 
ная формулой 

bas - х) = а | эф (х) для xeT. 
Отсюда сразу видно, что 1 ([..) = №; при всех SES и что: 


Ÿ переводит скалярное произведение на Ам в некоторое 
кратное скалярного произведения на А. Тотчас приходим 


к выводу что, 4 коммутирует с действием W. Наконец, 
единственность ф очевидна, потому что а., например, есть. 


единственная точка в Ам, инвариантная относительно отра- 
жений LES, ts. 


$ 5. Инварианты в симметрической алгебре 
1. Ряд Пуанкаре градуированной алгебры 


Пусть К — коммутативное кольцо с единицей, отличное 
от 0. Пусть М — градуированный К-модуль типа Z и 
My — множество однородных элементов из М степени п. 
Предположим, что M, для каждого ип. есть свободный модуль 
конечного типа. Тогда ранг rgk(M,) определен при всех n 
(Ком. алг., гл. II, § 5, n°3). 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ |. Если существует пу Z, такое, что M, =0 


при п< fo, то формальный ряд à TSK (M,) Т", являющийся 
элементом кольца Qi ((T)), ee ae рядом Пуанкаре 
модуля М и обозначается символом Py(T). 


Пусть М” — другой градуированный К-модуль типа Zu 
(Mn), eg—ero градуировка. Предположим, что М» равно нулю 


для всех п, меньших некоторого числа. Тогда 
Рмем’ (Г) = Pa (T) + Pw (7), | (1) 


и если снабдить M @, M’ полной градуировкой (Алг., гл. II, 
3-е изд., $ 11, n°5), то 


Pu em (Т) = Рм(Г) Pm (7). (2) 


5 Зак. 61. Н. Бурбаки 
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TIPENIOXKEHHE 1. Пусть S= @ $, — коммутативная epa- 


n > 
дуированная К-алгебра, которая допускает систему образую- 
щих (5, Xo, ..., Xm), СОСТОЯщЩУЮ из Однородных алгебраи- 


чески независимых элементов, и пусть 4; — степень х;. 
Предположим, что 4; >0 для всех i. Тогда S, будут сво- 
бодными модулями конечного ранга над К и 


т si 
Zi HE), (3) 
Действительно, $ отождествляется с тензорным произве- 
дением К [x] ® К [x] © ... © K [xm], снабженным полной гра- 
дуировкой. Ряд Пуанкаре модуля К [х;| совпадает с 
rl, 
n>0 


и остается применить (2). 


В условиях предложения | будем говорить, что $ — epa- 
дуированная К-алгебра многочленов. 


Следствие. Степени 4; с точностью до порядка определены 
алгеброй $. 
Действительно, обратным рядом к P,(T) является MHO- 
т 


гочлен N(T)= Па — T“i), который тем самым однозначно 
i=] 


определен. Если д — целое число > 1 nu = С — примитивный 
корень 4-й степени из 1, то кратность корня & в N(T) равна 
числу тех 4; которые кратны 4. Это число равно нулю для 
достаточно больших 49. Число 4; равных 4 тоже однозначно 
определяется последовательным спуском. 

Целые числа 4; называются характеристическими степе- 
нями алгебры $. Их число равно степени трансцендентности 
алгебры S над К в случае, когда К — поле. Ero же мы на- 
зовем степенью трансцендентности S над К и в общем слу- 
чае. Это кратность корня | многочлена N(T). 

Пусть $ == 8 Sn — коммутативная градуированная К-ал- 


гебра и R= a pe градуированная подалгебра. Пред- 


положим, aa ene компонента R, — свободный модуль 
конечного типа и что Ю-модуль $ допускает конечный ба- 


BUC, состоящий из однородных элементов 2), 2, :.., 2м CTE- 
пеней fy, р,..., „Гы Тогда, обозначив через М градуирован- 


ный КА-модуль У Kz;, мы придем к выводу, что градуиро- 
j=l de 
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ванный К-модуль S будет изоморфен À ® „М, следовательно, 
каждая компонента S, — свободный модуль конечного типа и 
N 


Pa = Py(T)-Pe(T)=( Х 1) Pe (0) (4) 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2. Сохраним предыдущие обозначения и 
предположим, что $ и К — градуированные К-алгебры мно- 
гочленов. | 

(i) Ru $ имеют одну и ту же степень трансцендентности 
г над К. 

(ii) Пусть pi, ..., Pr (соотв. Gi, ..., Gr) — характеристи- 
ческие степени алгебры S (соотв. R). Тогда 


Па — (Dr li ((— ТР: ). 


(iii) Npipo ... Dr = 9192 ... 9+. 
Во-первых, ‘формула (4) er что кратность корня 


1 в многочленах P,(T)-! Р»(Т)-' одинакова. Воспользо- 
вавшись равенством (3), т. (1), а затем (ii). 


Из (ii) следует, что 


Ta+r+r+ ... + Ti = (Sr)TT о tee ee ae 


j=l 
pres) 


Положив T = 1 в этом равенстве, мы получаем fii). 

Замечание. Пусть S=K[X,,..., X,] — градуированная 
К-алгебра многочленов, 4; — степень X; u F(X,,...,X,) — 
однородный элемент степени т в 5. Тогда 


У a,x, 22 эх. = ТР. (5) 


i=] 
Действительно, очевидно, что К-линейное отображение D 
‚алгебры S в себя, переводящее каждый однородный элемент г 
степени р в pz, есть дифференцирование алгебры S. 
Следовательно, 


mF (Хи, -., Xp) = Б(Е(Х, ...„ Ху Ух. _— Хх. 


i=] i=] 


i=! 


2. Инварианты конечной линейной группы: свойства модуля 


Пусть К — коммутативное кольцо с единицей, V — неко- 
торый К-модуль, @ — группа, действующая на V. Известно, 
что любой автоморфизм модуля У однозначно продолжается 


5* 
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до автоморфизма симметрической алгебры $ = 5 (И) и, стало 
быть, С действует на этой алгебре. Обозначим ‘через Lo. Xx, 
где хе, ве С, образ элемента X относительно ©. Пусть 
К — подалгебра SG алгебры $, состоящая из инвариантных 
относительно С элементов. 
Предположим, что С конечна, V — конечного типа и 
К — нётерово. Тогда $ есть Ю-модуль конечного типа, а R 
есть К-алгебра конечного типа (Ком. алг., гл. У, $ 1,n°9, 
теорема 2). Предположим, что $ — область целостности и 
N —ее поле отношений. Поле отношений L алгебры R 
является множеством элементов из М, инвариантных отно- 
сительно группы С (там же, следствие предложения 23). Сле- 
довательно, N — расширение Галуа поля Г. Всякий элемент 
из N записывается в виде 2/1 саге $ и {== А (там же, пред- 
ложение 23). Согласно следствию 3 предложения 26 из Alg., 
chap. II, 3° éd., $ 7, п°10, ранг Ю-модуля $ равен [N: L]. 
Предположим, что С действует на У свободно. Тогда группа 
Галуа поля N над L отождествляется с @ и [М: [] = Сага G. 
Итак, 
гор ($) = [М№: L] = Сага (0). (6) 


Для любой градуированной алгебры А=А ФА MD... 


... ФА, Ф... обозначим через A, идеал Ф Ap. 
n>0 


ТЕОРЕМА 1. Пусть К — коммутативное поле, У — вектор- 
ное пространство конечной размерности над К, $ =5(Т) — 
симметрическая алгебра пространства V, @ — конечная группа 
автоморфизмов У и Ю — градуированная подалгебра в $, 
состоящая из инвариантных относительно @ элементов. Пред- 
положим, что G порождена псевдоотражениями ($ 2, п?!) 
и что д= Сага (@) взаимно просто с характеристическим 
показателем поля К. Toe0a В-модуль $ имеет базис, состо- 
ящий из д однородных элементов. 


а) Так как каждый подмодуль модуля S/(R,S) свободен. 
над Ю, = А, то достаточно показать (ввиду предложения 7 
из Alg., chap.Il, 3°éd., $ 11, n°4), что канонический TOMO- 
морфизм R, @pS BS инъективен. Для любого Ю-модуля Е 
символом 7 (Е) обозначим АЮ-модуль Кег(Ю., @RE — Е) (*иначе 
говоря, T(E)=Torf(R/R+, E),). Если Е, Е’— два К-модуля 
и если и-— гомоморфизм Ев Е’, то romomopdu3m 1®и 
модуля R, ®Ев КЮ. ®Е'’ при сужении на T(E) определяет 
гомоморфизм модуля T(E) в T(E’), который мы обозначим 
через T(u). Если и’ — гомоморфизм Е’ в В-модуль Е”, To 
Т (и’ои) =Т (u’) oT (и). Следовательно, при Ю-линейном дей- 
ствии С на E группа С действует и в T(E). 
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6) Действуя Ю-линейно в $, группа С, следовательно, 
действует также в T(S). Далее, Т($) естественным образом 
снабжается структурой градуированного $-модуля. Покажем 
сначала, что E=G переводит каждый элемент x из T(S) 
в элемент, сравнимый с x по модулю S,1 ($). Достаточно 
проверить это для псевдоотражения ©. В этом случае cyıne- 
ствует ненулевой вектор v EV, такой, что g(x) — хе Ко при 
всех x=V. Поскольку У порождает $, приходим к заключе- 
нию, что gs действует Ha S/Sv тривиально. Следовательно, 
для любого YES существует элемент h(y) в $, такой, что 


#5 (1) -y=hly)v. 


Этот элемент определяется по у однозначным образом, по- 
скольку S — область целостности и вектор о — ненулевой. 
Очевидно, что A — эндоморфизм степени —1 КРЮ-модуля 5. 
Итак, gs —15==,  h, где т, —гомотетия в S относительно д. 
Следовательно, 


T (gs) — Ir (5) = T (Gs — 15) =T (m,)°T (A), 


и образ этого эндоморфизма содержится в UT (S), откуда 
следует наше утверждение. | 

в) Покажем теперь, что каждый элемент из T(S), инва- 
риантный относительно С, равен нулю. Действительно, пусть 
Q — эндоморфизм Ю-модуля $, определенный соотношением 


9()=а9! 2 gs(y) 
g=G 


при всех y@S. Тогда Q(S)=R, и мы можем записать Q 
в виде Я ={о 0)’, где Q’ — гомоморфизм Ю-модуля S на R- 
модуль R, a i — каноническое инъективное отображение À 
в S. Поэтому Т (Q)—T(i)° T(Q) и T(Q’) =0, Tak как Т(Ю)== 
—Ker(R,.@ Ю--> Ю) =0. Следовательно, 


0—7 (0); —= > Г (gs). 


Но 4-! > T(gs) оставляет неподвижными элементы из Т ($), 
g=G 


инвариантные относительно С. Следовательно, каждый из 
них равен нулю. 

г) Предположим, что Т ($) == 0. Тогда в T(S) существует 
однородный элемент и = 0 минимальной степени. Согласно 6), 
и инвариантен относительно G. Согласно в), и =0. Полу- 
ченное противоречие показывает, что Т ($) =0. Ч. Т. Д. 


Замечания. 1) Известно (Alg., chap. II, 3°éd., $ 11, n°4, 
предложение 7), что если (21, 2., ..., 24а) — семейство 
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однородных элементов из $, канонические образы которых 
в S/(R,S) образуют базис модуля S/(R,S) над К, To (2, 
Lo ar, 2.) есть базис о над À. 

2) Пусть g — псевдоотражение в И конечного порядка 
n>2, взаимно простого с характеристической экспонентой 
‚поля К. По теореме Машке (дополнение, предложение 2) V 
можно разложить в сумму D@H, где A — гиперплоскость, 
состоящая из векторов в Г, инвариантных относительно 8, 
а D — прямая, на которой g действует умножением на при- 
митивный корень 1-й степени из 1. В случае когда К =В, 
это возможно только при n=2, и тогда g — отражение. 
В этом случае группами, к которым применима теорема 1, 
будут конечные группы Кокстера. (Напротив, при К = С тео- 
рема | применима к некоторым группам, которые не являются 
группами Кокстера ').) 


ТЕОРЕМА 2. Предположения и обозначения те же, что 
и в теореме 1. 

(1) Существует градуированное векторное подпространство 
в 5, дополнительное к RS и устойчивое относительно CG. 

(11) Пусть И — такое дополнение. Тогда канонический 
гомоморфизм ИП ®кК в S является изоморфизмом G-moûy- 
лей и представление группы G в U (соотв. $) изоморфно 
регулярному представлению группы G над К (соотв. Ю). 


Действительно, для любого целого nO векторные 
К-пространства S, и (R,S)N S„ устойчивы относительно G и 
из теоремы Машке (дополнение, предложение 2) следует, 
что существует дополнение U, к (R,S)NS, в Sn, устойчи- 
вое относительно С. Тогда 2 U, будет дополнением к R,S 

n> 
в S, устойчивым относительно G. Отсюда следует утвержде- 
ние (1). 

Пусть Ц — градуированное ‘векторное подпрестранство 
в $, дополнительное к RS в $ и устойчивое относительно G. 
Согласно замечанию 1, любой базис векторного К-простран- 
ства U будет также базисом Ю-модуля S и, следовательно, 
базисом поля отношений М алгебры $ над полем отношений L 
алгебры À. Таким образом, векторное [-пространство N 
отождествляется с О ®к[.. Ввиду устойчивости U относи- 
тельно С это отождествление совместимо с действием CG. 
Алгебра L[G] группы С над L отождествляется с алгеброй 
К[ С] ®кЕ. Расширение Галуа N над L допускает нормаль- 


1) Классификацию этих групп можно найти в статье: @. С. She p- 
а, J. А. Todd, Finite unitary reflection groups, Canad. J. Maths. 


har 
6 (1 954), 274— 304, 
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ный базис (Алг., гл. V, $ 10, теорема 5, и Алг., гл. VII, 
$ 5, n°7)— факт, который можно выразить, сказав, что N 
как Г[(]|-модуль изоморфно модулю регулярного предста- 
вления группы С над L. Так как пространство U конечно- 
мерно над К, то из предложения | дополнения вытекает, 
что К[ @]|-модуль U изоморфен модулю регулярного предста- 
вления группы G над К. Отсюда и следуют наши утвер- 
ждения. 


3. Инварианты конечной линейной группы: 
свойства кольца 


ТЕОРЕМА 3. Сохраняются предположения и обозначения 
теоремы 1. В множестве систем образующих идеала Ri CR, 
состоящих из однородных элементов, выберем минимальный 
элемент (a, ..., 91). Пусть №; — степень о. Предположим, 
что Е; взаимно просты с характеристической экспонентой 
поля К. Тогда |1=dimV, a, порождают К-алгебру R u 
являются алгебраически независимыми над К. В частности, 
В — градуированная К-алгебра многочленов степени транс- 
цендентности [ над К. 

Условие, наложенное на Aj, излишне, HO оно и не является сте- 
снительным при применении к ne: группам Кокстера, по- 
скольку тогда К = В. См. к тому же n°5, где будет дано другое 
доказательство теоремы 3. 

Теорема 3 следует из предложения 2, (i) теоремы | и сле- 
дующей леммы: 


JIEMMA 1. Пусть К — коммутативное поле, $ — epadyupo- 
ванная К-алгебра многочленов и КЮ — градуированная под- 
алгебра конечного типа в 5, такая, что Ю-модуль $ допу- 
скает базис (2j), 1, состоящий из однородных элементов. 


В множестве систем образующих идеала К, в КЮ, состоящих 
из однородных элементов, выберем минимальный элемент 
(и, ..., a). Предположим, что при всех i степень К; элемента 
о; взаимно проста с характеристической экспонентой р 
поля К. Тогда а; порождают К-алгебру R и являются алее- 
Öpauuecku независимыми над К. 


Согласно предложению 7 из Ane., гл. Il, $ 11, n°4, усло- 
BHe, наложенное на @а;, эквивалентно тому, что они одно- 
родны и их образы в векторном К-пространстве Ю./(Ю.)? 
образуют базис этого пространства. Это условие инва- 
риантно относительно расширений основного поля. Поэтому 
мы можем свести все к случаю, когда поле совершенно. 

Семейство (a, ..., @,) порождает алгебру Ю по предло- 
жению | из Ком. алг., гл. Ш, $ 1, n°2. Будем рассуждать 
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OT противного и предположим, что это семейство алгебраи- 
чески зависимо над К. 
1) Мы хотим показать сначала, что существуют семейства 


(;), <: <= (Ув) <ь<р (die) <i<s, 1<k<r 


однородных элементов из $, обладающие следующими свой- 
ствами: 


В = R для любого i, и не все В; равны нулю; (7) 
deg и, >0 для любого À; (8) 
«= 2 d;zy, для любого ji; (9) 
=] 
УВ; 41. =0 для любого À. (10) 
i=! 
Пусть X,,..., À, — переменные. Рассмотрим на K[X, ... 


..., Xs] структуру градуированной алгебры, полагая сте- 
пень X, равной k;. В K[X,, ..., X,] существуют однородные 
ненулевые элементы H(X,,..., X,) для которых Н (a, ... 
..., OG.) =0. Выберем H так, чтобы его степень была мини- 
мальной. Следовательно, если ОН/ОХ; == 0, то мнс.очлен 


OH/OX; (a, ..., Gs) является ненулевым однородным элемен- 
том в À. Если pl, то H не может быть формой НТ 
с H,=K[X,,..., X,]. Положим тогда 


OH 
Bi = ki 3x, (a, as). 


OH 
Так как К совершенно, TO многочлены OX, = [X,,..., X,] 


не все равны нулю (Алг., гл. У, $ 1, n°3, предложение 4). 
Условия, наложенные Ha R;, наделяют теми же свойствами 
элементы В.;. 
Далее, $ отождествляется с градуированной алгеброй 
многочленов 
Пень р 


где переменным Xi, ..., X, приписываются надлежащие сте- 
пени m;> 0. Пусть D, — частное дифференцирование по Xz 
в $. Положим ig, De) Тогда равенство (10) спра- 
ведливо, ибо его левая часть равна ДО, (Н (a, ..., @,)). С дру- 
гой стороны, положив И! = пил, ..., Yr=M,X,, мы при по- 
мощи равенства (5) из n° 1 получим (9). 


2) Пусть В — идеал в À, порожденный элементами В;. 
Существует подмножество J в 


it... 
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такое, что (В;),_, будет минимальной системой образующих 


идеала В. При этом J == 0), поскольку b == 0. Мы хотим по- 
лучить из равенств (9) и (10), что если ie), то 0, есть 
Ю-линейная комбинация элементов G; для ] i. А это проти- 
воречило бы минимальности системы (a), ..., Q,) и заканчи- 
вало бы доказательство. | 

Существуют однородные элементы у; в Ю (ET, jSI—J), 
такие, что 


B= 2 vis ver —J), (11) 
С учетом (11) формула (10) переписывается в виде 
> B (dix + У Vid.) =0. (12) 
ic] jel—J 
Положим à 
к 1 
Up = dir + À, Yırdır- (13) 
Тогда | | 
2 Bun. (14) 


Запишем из, = > OjenZns THE Oe, принадлежат À. Соотно- 
AGA 


шение (14) влечет равенство >; В:0:„. — 0 для любых Rk и À. 
ie] 


Если бы один из элементов 6;,, имел ненулевую `однород- 
ную компоненту степени 0, то предыдущее равенство озна- 
чало бы, что какой-то элемент В; (<) есть линейная ком- 
бинация других, что противоречит минимальности (В;), _,. 


Поэтому ди, & R, и, следовательно, и» R,S при всех i 
и k. Таким образом, найдутся и», = S, для которых и; == 


— Хиро, или с учетом (13) 
h=l 
$ 
die + À, Vid jp 2 Link pe | (15). 


Умножим обе части равенства (15);, на у, и при фикси- 
рованном # из J проведем суммирование по k (Е =1,2,..., и). 
Ввиду (9) находим 


$ I: 
&. 
а; + > Vi, = > > UirnY rQp- 
jel-] h=1 k=! 


- Возьмем однородные компоненты степени À; обеих частей 
равенства. Поскольку deg y, > 0, а; является $-линейной 
комбинацией a, с j Fi. Так как модуль $ свободен над À 
HG, ..., @; = Ю, то на самом деле о; будет Ю-линейной 
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 KoM6nHauyneñ a, с ji. (Ком. ane., гл. I, $ 3, n°5, предло- 
жение 9, d)). 


CaEQCTBHE. В предположениях и обозначениях теоремы 3, 
произведение характеристических степеней алгебры Ю равно 
Сага (С). 


Действительно, гор ($3) = Сага (@) (формула (6), n°2). 
Характеристические степени алгебры S равны 1. Поэтому 
следствие вытекает из предложения 2, (iii) в n°1. 


ЛЕММА 2. Пусть К — коммутативное поле, У — конечно- 
мерное векторное пространство над К, $ = D Sy — симме- 
n> 
трическая алгебра пространства V, $ — эндоморфизм V u 
$") — каноническое продолжение $ на Sy. Тогда в кольце 
K{[T]] степенных рядов от одной переменной Т выполнено 
соотношение 


DT (sm) T' = (det (1 — sT))". 


Расширяя основное поле, мы можем предполагать, что К 
алгебраически замкнуто. Пусть (e,, ..., e,) — базис в И, отно- 
сительно которого матрица эндоморфизма $ является нижней 
треугольной, и пусть A,,..., А, — диагональные элементы этой 


матрицы. Относительно базиса Chu ... ei N) 
г До... +Hi(r)=n 
в Sy, упорядоченного лексикографически, матрица эндомор- 


физма $”) будет нижней треугольной с диагональными эле- 
i (г) 


матами м... ©" Поэтому 
Tr(s) = D ÉD gh, 
(И... +i(r)=n 
и, значит, | 
> Tr(s) Г" = 3 axe) |5 зат") on [3 ser") = 
n=0 n=0 n=0 n=0 


ON DAT о 
— (det (1 — ST)". 


ЛЕММА 3. Пусть К, V и $ — объекты из леммы 2, G — 
конечная группа автоморфизмов пространства V, g— ee no- 
рядок, Ю — градуированная подалгебра в $, состоящая из 
инвариантных относительно @ элементов. Предположим, 
что К имеет характеристику 0. Тогда рядом Пуанкаре ал- 
гебры Ю будет 


4' À (det(1 — &Т))". 
geG 
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Действительно, эндоморфизм f=g! У 2” является 
[== 


| веса 
проектированием S, на Ry, так что Tr (7) = dimx 59. Поэтому 
рядом Пуанкаре алгебры К будет 


oS (Srey т", 
g=G \n=0 
и достаточно применить лемму 2. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 3. В предположениях и обозначениях тео- 
ремы 3 пусть Н — множество псевдоотражений в С, отлич- 
ных от 1. Пусть К — поле характеристики 0. Гогда Card (Н) = 


= > (k=). 


i=] 


Согласно предложению 3 дополнения, мы можем пред- 
полагать поле К алгебраически замкнутым. Пусть А, (5), ... 
..., A,(g) — собственные значения произвольного элемента 
се С. Так как все geG диагонализуемы (дополнение, 
предложение 2), то g=| в том и только в том случае, 
когда все A;(g) равны 1, a g=H в том и только в том 
случае, когда число A;(g), равных |, есть / —1 (мы обозна- 
чим тогда через A(g) собственное значение, отличное от 1). 
Согласно предложению 1 из n°1 и лемме 3, справедливо 
соотношение 


I 
Re Sa, ыы 
аП(-т9 = & (ча en)” (16) 
в К ПТ], а значит, и в К(Т). Следовательно, в K-(T) eee 
р ee | len 
oT ri = y+% лег + > det(1 — gT) ? 
oer) gen gel, ggeH 


i=] 


что переписывается в виде 


1 
tees a. or) 


| 


l 
Парето 
= 
= | (1-7! 
u 2 l1—A(g)T = > det(1—gT) ° 
H g#l, СЕН 


= 


l 
Видно, что q — Il (1 +7+...+ er равно нулю при 
= 
T = 1, поэтому q — kiko ... Rj, что мы уже знаем из следствия 
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теоремы 3. Заметив это, обозначим, далее, через Q(T) 


многочлен (1 — : à | — Il HET oi ob ri), Диффе- 


ренцируя равенство (1—Т) О (Т) — q — i (ЕТ... tr) 


и полагая Т==1, мы видим, что —Q(l) равно значению 
при Г==| ряда 


- 4 (TG +r+ 2 +7) = 


l 
=— W(i+2rt ... +(e — IT?) = 
i=1 
= Патч .. ‚тн 


j#i 
откуда 


a= Ys" TT «= (TT) (I) 


151 j=l i=] 


Возвращаясь к равенству (17), имеем, далее, 


ео (Ц „(У 16) 


Следовательно, 
1 
ЖЕ о _ 1 
Los = Ут. as 
= к 


geH 


Но элементы из G, оставляющие неподвижными точки дан- 
ной гиперплоскости, оставляют устойчивой прямую, допол- 
нительную к этой гиперплоскости (дополнение, предложе- 
ние 2), и, следовательно, образуют циклическую подгруппу С” 
в С (см. Алг., гл. У, $ 11, n°1, теорема 1). Пусть ¢ — поря- 
док подгруппы G’. Значения A(g) для се С’ равны 60, 


9?,..., 0-1, где 0 — примитивный корень 2-й степени из |. 
1 l 
Имеем ——- + ——— = 1. Значит, 
10" +r Lo | 
ia. / 
> rm 5t-D=zCard(Hne. 
&е 0’, g#l 


Из равенства (18) следует поэтому предложение. 


Замечание. В случае когда K=R, С — группа Кокстера, 
а Н — множество отражений, принадлежащих С, элементы 
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множества Н находятся, как известно (§ 3), во взаимно 
однозначном соответствии со стенками в И. 


TIPEXIOKEHHE 4. В предположениях и обозначениях тео- 
ремы 3 пусть K— поле характеристики #2. Для того 
чтобы —1еЕ С, необходимо и достаточно, чтобы XAPAKTE- © 
ристические степени Е, ..., К} алгебры Ю были четными. 


Пусть f — автоморфизм алгебры $, продолжающий авто- 
морфизм —1 на И. Тогда [ (г) = (—1)“22 для любого одно- 
родного элемента 2 из S. Поэтому в случае — 1 = С всякий 
однородный элемент нечетной степени в Ю равен нулю и, 
значит, К; четны. Обратно, если À; четны, то любой эле- 
мент из R инвариантен относительно [| и по теории Галуа 
— 1 = С. 


4. Антиинвариантные элементы 


Сохраняя предположения и обозначения теоремы 3, будем 
считать, что К — поле характеристики 0. Элемент = из $ 
называется антиинвариантным относительно С, если 


& (2) = (det д) ' 2 


для всех се G. 

Пусть H — множество псевдоотражений из G, отличных 
от 1. Для любого g=EH существуют ,=V и f, eV", 
такие, что 


g(x) =x-+f,(x)e,, каков бы ни был x EV. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 5. (i) Обозначим через D элемент |] ey 
ЕН 
в 5. Антиинвариантными относительно С элементами в $ 


будут в точности элементы модуля RD. 

(ii) Предположим, что мы выбрали базис (X,,..., X;) 
в V u тем самым отождествили $ с алгеброй многочленов 
K[X,, ..., Хи. Пусть (P,, ..., P;) — алгебраически независи- 
мые однородные элементы в $, порождающие алгебру R 


(теорема 3). Тогда якобиан J = det (5х. имеет вид AD, 
где АК”. 
а) В обозначениях утверждения (ii) имеем 


dP, \ dP, Л... A dP;=JdX, лах, Л... A dX, 
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откуда при всех Lg = G 


g(J)(det g) dX, À ... A dX; = g(J)d(gXi) À ... Ad(gX)= 
= Р.А... NPD Aa sr A GPS 

= JdX,N ... A dX. 
Следовательно, J антиинвариантен относительно С. Далее, 
поле отношений N алгебры $ есть расширение Галуа поля 
отношений Е ee подалгебры R (n°2). Всякое дифференци- 
рование A поля E со значениями в некотором подполе QC М 
продолжается до дифференцирования поля N со значениями 
в О (Ane., гл. У, $ 9, предложение 5). Так как у Hac P; 
алгебраически независимы, то AP, Л ... Л аР, = 0 и, сле- 
довательно, JE. 

6) Пусть г — антиинвариантный относительно С элемент 
из S. Докажем, что = делится в S на D. Пусть а — нену- 
левой вектор в V. Элементы группы G, оставляющие устой- 
чивой прямую Ка, оставляют устойчивой и дополнительную 
гиперплоскость [ (дополнение, предложение 2). Для того 
чтобы элемент из G, оставляющий устойчивой Ка, был 
либо 1, Либо псевдоотражением вектора а, необходимо и 
достаточно, чтобы он индуцировал 1 на Г. Стало быть, 
псевдоотражения вектора а, принадлежащие группе G, об- 
разуют вместе с | циклическую подгруппу G’ группы G. 


Пусть Г — ее порядок. Существует базис (X,, ..., A) BV, 
такой, что a=X,, X,SL, ..., Ху | L и можно отождествить 
с многочленом P(X,, ..., Х) с коэффициентами из К. 
well 

Равенство g(z)—(detg) z для g= С’ показывает, что À, 
входит в P(X,,..., Х) с показателем, Para с —i 

1—1. 
по модулю 1. Значит, P(X,, ..., Ху делится Ha XD = a". 


Но с точностью до скалярного множителя О является про- 
изведением элементов а! для аеИ, таких, что >|, u 
эти элементы алгебры S попарно взаимно просты. Так как 
< — факториальное кольцо, то 2 делится на D. 
в) Согласно a) и 6) якобиан J делится в $ на D. Ho 
| 


deg J = D (k; — 1) = Сага (Н) 
= 


(предложение 3), следовательно, degJ=deg D и J=AD 
с ЛЕК. Так как J~0, то ле К”. Тем самым (ii) доказано. 

г) Ва) и в) мы убедились в антиинвариантности D OTHO- 
сительно G. Значит, при всех y = R элемент yD будет анти- 
инвариантен относительно С. Наконец, если г = 5 антиин- 
вариантен относительно С, то, как мы видели в 6), суще- 
ствует уе $, для которого 2=ир. Поскольку кольцо $ 
целостно, уе Ю. Этим завершается доказательство утвер- 
ждения (i). | 
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5. Дополнения ') 


ЛЕММА 4. Пусть К — коммутативное поле, V — конечно- 
‘мерное векторное пространство над К, G — конечная группа 
автоморфизмов У порядка 4, обратимого в К, $ — симме- 
трическая алгебра пространства У, КЮ — подалгебра в $, co- 
стоящая из инвариантных относительно G элементов. Для 
того чтобы простой идеал В высоты 1 в $ был разветвлен 
над ›= ПР (Kom. алг.), необходимо и достаточно, чтобы 
существовали отличные от нуля элементы ASV ujeV‘, 
такие, что $ = Sa и псевдоотражение $а.; принадлежит С. 
Группа разложения G7($) тогда совпадает с подгруппой 
элементов в @, оставляющих устойчивым Ка, а группа инер- 
yuu GT (3) —с циклической подгруппой Н.< С, состоящей 
из псевдоотражений в @ вектора а. Поле классов вычетов $ (WR) 
алгебры $ по модулю 3% сепарабельно над полем классов 
вычетов Ю (р) алгебры R по модулю }, и индекс ветвления 
e($/p), на 1 больший показателя идеала Be дивизоре div(Ds;r) 
дифференты, равен Card (Но). 


Разветвленность $$ над À означает, что его группа инер- 
ции GT($) не сводится к единичному элементу. Иначе говоря, 
в С существует элемент g = 1, для которого g (г) =z (mod À) 
при всех z@S. Так как $ — факториальное кольцо, TO $ — 
главный идеал Sa и а делит все элементы g(z)— z (2=5). 
Но для 2@V эти элементы однородны степени | и не все 
равны нулю (потому, что g = |). Следовательно, а должен 
быть однородным элементом степени |, т. е. а И, поэтому 
существует линейная форма [ на И, такая, что &==$4, ;. 
Обратно, если g — псевдоотражение $.,;, отличное от I, то 
g (2) =2(то4 Sa) для всех z=S, и поэтому g принадлежит 
группе инерции простого идеала $ =$а. Тем самым дока- 
зано первое утверждение леммы и описаны ®2 (3) и GT ($). 
Известно, что степень поля классов вычетов [$ (3): R(b)] 
делит Сага (С) = а (Ком. алг., гл. V, $ 2, n° 2). Так как д 
взаимно просто с характеристической экспонентой р поля К 
(а также поля 5 (})), то расширение $ (3) над Ю (р) сепара- 
бельно. Установлено и равенство е(%/р) = Сага (Н.) (Ком. 
ane.) Поскольку индекс ветвления е (Ÿ/P) взаимно прост с р, 
показатель дивизора З в div(Dszr) равен e(P/p) — 1 (Kom. 
алг.), чем и завершается доказательство леммы. 


JIEMMA 5. Пусть К — коммиутативное поле, S — градуи- 
рованная К-алгебра многочленов и КЮ — градуированная 


1) В этом пункте используются результаты из находящихся в под- 
готовке глав книги Коммутативная алгебра. Мы отсылаем к ним сокра- 
щенным символом „Ком. ane.“ 
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подалгебра в $. Для того чтобы S была градуированным сво- 
бодным Ю-модулем (Alg., chap. II, 3° éd., $ Ш, n° 2), необхо- 
димо и достаточно, чтобы были выполнены следующие два 


условия: 
a) R — градуированная К-алгебра многочленов; 
6) если (a, ..., а;) — система образующих К-алгебры R, 


состоящая из однородных алгебраически независимых эле- 
ментов, то эта система является 5-регулярной последова- 
тельностью !). 

В случае когда $ есть Ю-модуль конечного типа, 6) сле- 
дует из а). 


Доказательство см. в Ком. алг. 


ТЕОРЕМА 4. Пусть К — коммитативное поле, V — конечно- 
мерное векторное пространство над К, $ — симметрическая 
алгебра пространства У, G — конечная группа автоморфиз- 
мов У и R — подалгебра в $, состоящая изинвариантных OTHO- 
сительно С элементов. Предположим, что порядок g = Card G 
обратим в К. Следующие условия эквивалентны: 

(1) С порождается псевдоотражениями; 

(ii) $ — градуированный свободный R-modyao; 

(iii) R — градуированная К-алгебра многочленов. 


Эквивалентность (ii) и (iii) вытекает из n° 2 и из леммы D. 
Импликация (1) => (ii) следует из теоремы I. 

Покажем, что (11) =(!). Пусть G’ — подгруппа в G, по- 
рожденная псевдоотражениями, принадлежащими С, и пусть 
К’ — подалгебра в $, состоящая из инвариантных OTHOCH- 
тельно С’ элементов. Тогда RCR’CS. По лемме 4 
div (3 5/в) = div (Bsr), откуда div (Эль) =0. Предположим 
затем, что Ю — градуированная алгебра многочленов. Так 
как это в равной мере относится и к R’ (поскольку G’ по- 
рождена псевдоотражениями), то по лемме 5 В-модуль R’ 
допускает однородный базис (Q,,..., Ом). Пусть 4; = deg (Q;). 
Положим 


d= del (Tre//r (Q:Q;)) (Алг., гл. [Х, $ 2}. 


Равенство div(Dryr) =0 показывает, что div(d)=0 (Ком. 
алг.), а это означает, что 4 принадлежит К“. Но, с другой 


1) Это означает, что для любого i = {1, 2, ..., $} канонический образ 
элемента Q, в кольце 


SJ(Sa, + ... +Sa,_,) 


не является делителем нуля в этом кольце. 
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стороны, Trrjr(QiQ;) является. однородным элементом сте- 
пени 4: +4, а 4 — однородным элементом степени 2 >) qu. 
i 


Таким образом, Dig; —0, т. е. g;=0 для всех i, откуда 
1 


следует, что R’=R, а значит, по теории Галуа G = (. Тем 


самым доказано, что G порождена псевдоотражениями. 
HL. di 


Замечания. 1) В предположениях теоремы 4 произведе- 
ние характеристических степеней алгебры À равно 4 (фор- 
мула (6), предложение 2, (11)), и, значит, они взаимно 
просты с характеристической экспонентой поля К. Это дает 
утверждение, аннонсированное в N° 3. 

2) Если не предполагать более, что порядок Сага (С) 
обратим в К, то все еще (ii) & (iii) (лемма 5) и (ii) = (i) 
(упражнение 8). Однако импликация (i) = (ii) перестает быть 
верной (упражнение 9). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 6. Предположения и обозначения те же, 
что в теореме 4. Пусть Н — множество псевдоотражений 
в G, отличных от 1. Допустим, что Н порождает G. Для 

* 
любого g = Н положим & (х) = x +f,(x)e,, гдее, EV, fy EV". 
Положим 

D= |] é, 5. 


g=H 


(i) Дифферента алгебры $ над R является главным идеа- 
лом SD 


(ii) Пусть в V выбран базис (X,,..., X;) и $ отожде- 
ствлена с алгеброй K[X,,..., Хи. Пусть P,, ..., Ру — одно- 
родные алгебраически независимые образующие алгебры R. 


Тогда якобиан J = det (2x) имеет вид AD, где NE К". 


I 
(iii) 2 (deg (P;) — 1) = Card (MH). 


(iv) Множество антиинвариантных элементов в $ совпа- 
дает с RD. 


Утверждение (i) следует из леммы 4. Утверждение (ii) 
следует из того, что SJ является дифферентой алгебры $ 
над R (Ком. алг.). Утверждение (iii) вытекает из того, что 
однородные многочлены D и J имеют одинаковую степень. 
Доказательство (iv) таково же, как в n° 4 (доказательство 
предложения D, этапы 6) иг). 
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$ 6. Преобразование Кокстера 


В этом параграфе через V будет обозначаться веще- 
ственное векторное пространство конечной размерности | и 
через W — конечная подгруппа в СЁ (У), порожденная отра- 
жениями и являющаяся существенной ($ 3, n° 7). На И 
имеется скалярное произведение (x|Y), инвариантное OTHO- 
сительно Ш. Обозначим через Ÿ множество гиперплоско- 
стей Н B V, таких, что соответствующее ортогональное от- 
ражение Sy; принадлежит группе W. 


1. Определение преобразований Кокстера 


Назовем упорядоченной камерой относительно W пару, 
состоящую из камеры С, er системой 9, и биек- 
ции {=> Н; множества {1, , |} на множество стенок 
камеры С ($ 3, n° 9, а 2. 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ |. Преобразованием Кокстера, определенным 
упорядоченной камерой (С, (Hi), <:<0)» Называется элемент 


C= Sy Sy +++ Sp, группы W. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 1. Все преобразования Кокстера сопря- 
жены в W. | 


Так как № переставляет камеры относительно ® транзи- 
тивно ($ 3, n° 2, теорема 1), то нам остается доказать, что 
если (С, (Hi), <= ‚< — Упорядоченная камера и x@©,, To 


$.5 rs Sy HS $ ee сопряжены в W. Вви; 
ay 9 2 Нл (1) Нл (2) Hy (1) P AY 


предложения 8 из $ 4, n° 8, это непосредственно вытекает 
из следующей леммы: 


JIEMMA 1. Пусть X — конечный nec, x 6, — такое ото- 
бражение X в группу Г, что 8, и 8, коммутируют всякий 


раз, когда x и y не соединены в X. Пусть Я — множество 
структур совершенных порядков на X. Для любого EST 
обозначим символом pz произведение в Г последовательно- 
сти элементов (Ly), y, определенной BONN Е. Тогда 


элементы рё сопряжены в Г. 


1) Проведем индукцию по п==Сага Х. Ввиду тривиаль- 
ности случая п = | предположим, что п 22. В X существует 
конечная вершина а (гл. IV, дополнение, n° 3, предложе- 
ние 2). Пусть b= X — {a} — вершина, соединенная с а, если 
таковая существует; если же а не соединена ни с какой 
вершиной из X — {а}, то возьмем в качестве D произвольную 
вершину в À — {а}. В любом случае ©. коммутирует с gy 
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для xb. Пусть порядок n= ZY таков, что а — наиболь- 
ший элемент в X и 6 — наибольший элемент в À — {a}. 
Пусть & ЕЯ. Докажем, что р, и р, сопряжены. 


2) Предположим сначала, что для порядка Ë а — наиболь- 
ший элемент в À, а b — наибольший элемент X — {а}. Пусть 
Х’ — целый подграф в À — {a}, являющийся лесом. Опре- 
делим отображение x+-> gi подграфа Х” в Г, полагая gy = 5, 
при x#b u g,—=g,g,. Пусть &, m — сужения &, n на X”. 
По предположению индукции p,, и p,, сопряжены. Но ясно, 
что Py, = Per Py = Py откуда в этом случае и следует утвер- 
ждение леммы. 

3) Предположим, что а — наибольший элемент в À для E. 
Пусть X, (соотв. Xj) — множество элементов в X — {а} строго 


мажорированных (соотв. минорированных) элементом  b. 
Пусть & — сужение € на X;. Тогда 


Py = Pe SHP:.8a né PE 8,8 oP: 


а этот элемент сопряжен с Pz,P: Въ а. Тем самым мы IDH- 


шли к случаю 2). 

4) В общем случае пусть Х. (соотв. X,) — множество 
элементов в Х строго мажорированных (соотв. минориро- 
ванных) элементом а. Пусть Е; — сужение Ё на Х;. Тогда 


Ps Pz 8.Рь — элемент, сопряженный с р, р. Lo и мы при- 


ходим к случаю 3). 


Из предложения | следует, что все преобразования 
Кокстера имеют одинаковый порядок À = й (№). Это число 
называется числом Кокстера группы ®. 


Замечание. Пусть W,, ..., W„ — конечные существенные 
группы, порожденные отражениями в пространствах Ит,..., Vin; 
С, — камера относительно W;; W=W, ХХ... ЖИ, — группа, 
действующая на ИХ... XV, Тогда СЖ... XC, будет 
камерой относительно W. Преобразования Кокстера группы W, 
определенные камерой С, записываются в виде произведе- 
НИЙ С1Со... Cm, THE с, — преобразование Кокстера группы W,, 


определенное камерой С.. 


2. Собственные значения преобразования Кокстера. 
Показатели 


Так как все преобразования Кокстера сопряжены (n° 1, 
предложение 1), то у них будет один и тот же характери- 
стический многочлен P(T). Пусть A— число Кокстера 
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группы W. Тогда 
l 


Р(т) =] (т — ехр = |. 


j=l 


где My, Mo, ..., My — целые числа, такие, что 
Он. Su CU 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Целые числа т, Mo, ..., My называются 


показателями группы У. 
Пусть С — камера относительно 9, H,,..., H, — ее стенки. 
Положим Sj = Sy. Обозначим через е; единичный вектор, 


ортогональный к Н; и лежащий по ту же сторону от Н,, 
что и С. Согласно предложению 2 дополнения гл. IV, можно 


предполагать Н; пронумерованными так, что 6j, &, ..., & 
ие, , е,..,..., €, будут попарно ортогональчы. Тогда 5’ = 
== $)S) ... 5, — ортогональная симметрия относительно под- 
пространства 
ай 
V’= Н.П ЯП... Ae, 
$7 = $, 15,40... $1 — Ортогональная симметрия относительно 
И’ = Я, Ho... ПН, 

и С = $’5” — преобразование Кокстера. Tak Kak (e,, ..., e;) — 


базис И, то У — прямая сумма У’ и V”. 

Отсюда следует, во-первых, что | не является собствен- 
ным значением преобразования с. В самом деле, если с (х) = x 
для какого-то хе, To s’(x)=s”(x). Значит, вектор 
x — s’(x) =x — $" (х) ортогонален к V’ u V” и поэтому равен 
нулю, откуда х== $’ (х) = $" (x) Е И’ПИ” == {0}. Таким обра- 
зом, 

о... <A . (1) 


Характеристический многочлен преобразования C имеет 
вещественные коэффициенты. Поэтому для любого | множи- 


2 
тель T —exp——! входит в Р(Т) с той же кратностью, что 
2in (В — m ;) 
и T — exp ae Стало быть, 
т} Mm; = (<< j<1). (2) 
Складывая почленно равенства (2), получаем | 
1 
m, + Mo + ... +m=jzih. (3) 


JIEMMA 2. Сохраним предыдущие обозначения и пред- 
положим, что группа № неприводима. Существуют два ли- 
нейно независимых вектора 2’, г”, такие, что 
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(1) плоскость Р, натянутая на 2’ и 2”, устойчива относи- 
тельно 5’ и $5"; 

(ii) s’|P u s”|P будут ортогональными отражениями 
относительно Rz’ и Rz”; 

(iii) =’, 2” EC, и РПС — множество линейных комбина- 
ций векторов 2’ u 2” с коэффициентами >0. 


Пусть (el, ..., е') — базис в И, такой, что (e'|e;) —&;;. 
Тогда С является открытым симплициальным конусом, опре- 
деленным базисом {е'} ($ 3, n° 9, предложение 7). Ясно, что И” 


порождено элементами etl, ..., e', а УИ” — элементами 
Chr 2 I q — эндоморфизм пространства У, для KOTO- 
рого g(e')=e,..., g(e)=e,. Его матрица относительно 
(e', ..., 2) равна Q=((e;|e;)). Имеем (ele) <0 252] ($ 3, 
n° 4, предложение 3). Поскольку W неприводима, не суще- 
ствует такого разбиения {1, 2, = Zi 015, что (е;|е;) =0 
для el, и je, Поэтому (6 3, n° 5, лемма 4) О имеет 
собственный вектор (а, ..., а1), все координаты которого > 0. 


Пусть а — соответствующее собственное значение. Положим 
z= ae + ... +ae, 
2/= ae + ... +taeeV”NC, 
tue til) ... +aee’'nc 


и возьмем за Р плоскость, порожденную 2’ и 2”. Тогда РПС 
будет множеством линейных комбинаций 2” “a 27.0 KOS EH 


циентами > 0. Соотношение 4 (2) — az дает > aje; = > aajel. 
j=! 
‚ Умножив его скалярно Ha e, (для Rr), non а, + 
| 


+ У а (еле, = aa. Поэтому 
j=rt+l 


r l l r 
(a — 1) 2” a (> a; (e; len) = 2 (2 (e; | ex) e) zu 
1 


| I 
a 2 Зи) 


j= 


_ > ajel + à ae = — 2" i, 2 aje;. 
en 
Значит, вектор (a — 1)2” + 2 ортогонален K e',..., €”, т. €. 
к пространству У”. Поэтому 5$” оставляет устойчивой пло- 
скость, порожденную 2” и (a—1)2%+ 2’, т. е. Р. Анало- 
гично $’ оставляет Р устойчивой. Так как z = Pf\V’ и 


2” <= PV", то s’| Ри s” |P будут отражениями относительно: 
Rz’ и Rz”. 
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ТЕОРЕМА 1. Пусть группа W неприводима. Гогда 
(m =1, m=h—1. 


(ii) Сага ($) =. 


Сохраним предыдущие обозначения. Сужение с = 5$” 


dde. 
на Р есть вращение на угол 2(2”, 2’) ($ 2, n° 5, следствие 
предложения 6). Так как порядок с равен A, то A элементов 


l,c,..., С”! группы W попарно различны. Элементы 5’, 


s’c,..., s’c”"! тоже попарно различны и отличны OT преды: 
дущих, поскольку С’|Р — вращение, a s’c!| Р — отражение. 
Множество | | 

He. OO”, Se i, SO 


является подгруппой W’ CW, порожденной элементами 5’ 
и $” и индуцирующей на Р группу М”, порожденную орто- 
тональными отражениями относительно Rz’ и Rz”. Образ 
камеры С относительно элемента из W’ либо не пересекается 
с —C, либо совпадает с —C. То же самое, следовательно, 
можно сказать по поводу пересечений РПС и — (РПО). 
Поэтому при подходящей ориентации плоскости Р найдется 


Em я 
целое число т > 0, такое, что (2”, ah Tem $ 2, n° 5, елед- 


ствие предложения 7). Сверх того множества g’(C) для 
g’ CW’ попарно не пересекаются. Поэтому попарно He пере- 
секаются множества 5” (РПС) для 5” @W”, и, значит, по- 
рядок №” равен 2h, откуда т==й. По определению, с | P — 


вращение на угол = и допускает, следовательно, в каче- 
a Din Qin (h — 1) 

стве собственных значений exp = и exp —7——. Этим 

доказано, что m, =1, = — 1. 

Образами прямых Rz’ и Rz” относительно W’ будут A 
прямых D,, ...., D, плоскости P, а точки множества Р — (D, U... 
... UD,) будут W’-o6pa3amu точек из РПС. Следовательно, 
гиперплоскости семейства Ÿ пересекают Р только по пря- 
мым D; и каждая из них действием №” может быть пере- 
ведена в гиперплоскость из 9, содержащую либо Rz’, 
либо Вг”. | 

Но любая гиперплоскость Не=%, которая содержит Rz’, 
совпадает с одной из гиперплоскостей Н|,..., H,. Действи- 
тельно, пусть ен —единичный ортогональный к Н вектор, 
лежащий по ту же сторону от H, чтоиС. Тогдаен = ме + ... 
... Лев где все Л; 20 ($3, n°5, лемма 6, (1)). Но 
9 = (ен | 2”) = Ara 1Gr41 |... + Маь поэтому 


eu == ... = А; = 0 H ен = Me + ... + А,е,.. 
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Предположим, что какие-то два À; не равны нулю, напри- 
мер A, и Ay. Так как @,..., €, попарно ортогональны, TO 
$1 (ен) = — ме, + №е + ... + A,e,, 

и координаты вектора $1ен не могут быть все одного знака, 
а это невозможно (там же). Поэтому вектор е„ пропорцио- 
нален одному из векторов 61, ..., €,, и наше утверждение 
доказано. Точно так же любая гиперплоскость HEN, co- 
держащая Rz”, совпадает с одной из гиперплоскостей 

|; ARE à Pa 
Итак, число гиперплоскостей в 9, содержащих либо Rz’, 


либо Rz”, равно [. Следовательно, если h четно, то Card (9) 
равно 21. Если A нечетно, To Card($) равно — [- г, 


h — 1 
l+(l—r). Отсюда имеем r—l—7r, так что 


2 
h h—| I h 
FT @ H Сага ($) = 9 er, 


а также 


Замечание. Сохраним обозначения предыдущего доказа- 
тельства. Пусть c’ — С-линейное продолжение преобразова- 
ния с на У ®рС и С” — сужение: с’ на P@RC. Из свойств. 
c|P следует, что с” допускает собственный вектор X, соот- 


à 21 
ветствующии собственному значению ехр rw. И ЭТОТ вектор. 


не принадлежит никакому множеству D [| С, где D означает 
прямую в Р (поскольку D не является устойчивой OTHOCH- 
тельно с). Но ясно, что НПР— прямая для любой гипер- 
плоскости HE9. Значит, x EH ORC. 


СлеЕДСТВИЕ. Пусть Ro — множество единичных векторов 
в У, ортогональных элементам из 9. Если группа № непри- 


водима, TO 
‚У (lah hel) 


для всех x=V. 
Положим f(x)= ХУ (х|и}. Очевидно, f — положитель- 
ие Ro 


ная квадратичная форма, инвариантная относительно W и 
невырожденная, поскольку €; образуют базис в И. Tak как 
группа W неприводима, то существует константа В, для 
которой [(х)=В(х|х) ($2, n°1, предложение 1). Если 
(Xi), <; <, ортонормальный базис в V относительно скаляр- 
ного произведения (х| и), то 


| 1 1 
в — 2BGlx)= [д = 2 ‚Хх, и 
= > | = Card (Ro) = 2 Card (9) = Al. 
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Отсюда В =, чем и доказано равенство (A). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2. Если h четно, то единственным элемен- 
том группы №, переводящим С в — С, является с"?. 


Вернемся к обозначениям доказательства теоремы 1. 


II P 27 h/2 r 
оскольку C| P — вращение Ha угол > ‚ TO с" переводит 2 
в — 2’, z/ B — 2” и, значит, г ==’ +2” в — г. Так как 2 С, 


то камера с”? (С) совпадает с — С. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 3. Предположим, что группа № неприво- 
дима. Пусть uy, ..., ш— однородные элементы симметриче- 
ской алгебры $ = 5 (У), алгебраически независимые над В u 
порождающие алгебру инвариантных относительно М элемен- 
тов в S ($5, n° 3, теорема 3). Если р; — степень элемента и, 
TO показателями группы W будут р—1,..., pp—l. | 

Положим И’ = ®ь С, $’ =5 (/’) =5$ ®ьС и продолжим 
скалярное произведение на V до эрмитовой формы на У”. 
Если с — преобразование Кокстера группы W, то существует 
ортонормальный базис (Х;) <; <; в И’, состоящий из соб- 


CTBEHHbIX векторов преобразования с @ 1 (Алг., гл. IX, $ 7, 
n° 3, предложение 4). Сверх того можно предполагать, что À} 
| 2inm; 
h 
преобразования с @ 1. Ясно, что $’ отождествляется с aare- 
брой C[X,, ..., ХИ и можно записать и; ® 1 =f; (Ха, ..., Ху, 
где 7, — однородный многочлен степени р; в C[X,, ..., ХИ. 


Положим Di = 3x7 и J(X,,..., X;)=det(D,f;). Напомним 


($ 5, n° 4, предложение 5), что J(X,,..., X,) пропорцио- 
нален' произведению в $” Сага (9) векторов у, из У, каж- 
дый из которых ортогонален некоторой гиперплоскости из Ÿ. 
Так как можно предполагать, что À, H @ C для всех 
Не? (замечание), то Х!-компоненты векторов у» будут 0. 
Следовательно, J (1, 0, 0,..., 0) ==0. Правило разложе- 
ния определителя показывает в таком случае, что суще- 
ствует перестанорка о множества {1,2,..., /}, такая, что 
(Def) (1,0, 0, ..., 0) 4 0 для всех j. Так как многочлен Do (if; 


©однороден степени р, —1, то коэффициент при XVI" Xan 


в [;(X,, ..., X,) He равен нулю. Ho f;(X,, ..., Ху инвариан- 
тен относительно CO, а ~ 


STR, и) = (exp AEE (Pp = 1+ т) (ХХ, 


Это показывает, что р; — | + т (р==0 (mod h). Однако й— То (A) 
является показателем (формула (2)). Переставляя и}, можно, 


для |<] <] соответствует собственному значению exp 
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следовательно, предполагать, что р; — 1 == т, (то й) для 
всех j. Так как р, — 120 и т, <, To рр —1=т, +u;h 
с целыми в, >20. Далее, согласно предложению 3 из $ 5, 


N 1 N 
Card ($) = 2 р; — D= 2 m; + h Zn. 
j= == == 


Учитывая формулу (3) и теорему 1, (ii), мы получаем 
| | 


h Хи, =0; следовательно, и, =0 для всех j и, наконец, 
= | 
pj —1= т, для всех Г. 


СЛЕДСТВИЕ 1. Порядок группы № равен произведению 
(m, + (т +1)... (m, + 1), где (mi), <i<ı — возрастающая 
последовательность ее показателей. 


Это вытекает из соотношений M; + | ==р; и из следствия 
теоремы 3, $ 5, n° 3. 


СлЕДСТВИЕ 2. Если с — преобразование Кокстера группы № , 


ехр (^^) и ехр(— 2“) 


являются его собственными значениями кратности 1. 


TO 


В противном случае существовали бы два однородных 
инварианта степени 2 в $, а значит, и две непропорцио- 
нальные квадратичные формы на V', инвариантные относи- 
тельно №, что противоречит предложению | из $ 2, n° I. 


СЛЕДСТВИЕ 3. Для того чтобы гомотетия относительно 
—1 в У принадлежала группе №, необходимо и достаточно, 
чтобы все показатели группы № были нечетны. В случае 
когда это так, h четно и с"? —= —] для любого преобразо- 
вания Кокстера с группы №. 


Первое утверждение вытекает из предложения 4, $ 5, 
n° 3. Предположим, что показатёли W нечетны. Тогда A 
четно, как это показывает формула (2), и 


im; \^? | 
(exp г | == exp(inm;) = — 1. 


Значит, Ch? = — ], поскольку с — полупростой автоморфизм 
пространства У (Алг., гл., IX, $7, n° 3, предложение 4). 


Дополнение 


ДОПОЛНИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ 
О ЛИНЕЙНЫХ ПРЕДСТАВЛЕНИЯХ 


Следующее предложение служит обобщением предложе- 
aua 13 из ra. 1 $ 3, n°8: 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ |. Пусть К — коммутативное поле, А — не- 
которая К-алгебра, V и № — Osa левых А-модуля, которые 
являются векторными пространствами конечной размерности 
над К. Если существует расширение L поля К, такое, что 
(4 @k L)-modyau У @kL и W@,kL изоморфны, то u A-mo- 
дули V и W изоморфны. 


а) Предположим сначала, что Г, — расширение поля К 
конечной степени п. Будучи изоморфными как (А ® к L)-Mo- 
дули, У®кГ и W@,%k L изоморфны и как А-модули. Ho как 
А-модули они изоморфны И” и W" соответственно. Далее, 
У и W суть А-модули конечной длины. Следовательно, И 


(соотв. W) — прямая сумма некоторого семейства (Mi) 


$ 
(соотв. (wi) 

i sie see 
не разложимы, а два М; (соот. N;) с различными индексами 


не изоморфны (Алг., гл. III, $ 2, теорема 1). В таком слу- 
чае ИУ” (соотв. №") — прямая сумма подмодулей М!" 


<i<P 
] подмодулей, причем M; (соотв. N,) уже 


{ соотв. №1). Приходим к заключению (там же), что p=q 


и что с точностью до возможной перестановки N, модули М; 
изоморфны N, a nr; равны ns; для 1<1< р. Следова- 
тельно, У изоморфен W. 

6) Пусть теперь К — бесконечное поле. По условию V u W 
имеют одинаковую размерность над К. Пусть (е;) <; т» 


(ei) <i<m — базисы BV uW над К, (a) — базис алгебры A 


над К. Изоморфизм и: У ®к.-> И ®кГ есть [Г-линейное . 
биективное отображение, которое в то же время является 
{A ®кГ)-гомоморфизмом; иначе говоря, выполнено следую- 
щее условие: 


али (е;) = и (а,е;) для любых À H i. (1) 
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/ 


Le 1 __ / и. a 
Положим ae, = Умер a,e, = Ре где y,,; и Y,;; при 
надлежат ХА, и + Jar „ где &,, принадлежат полю Г. 


Условие (1) принимает BUN 
2 Е Vase = 2 Ул | (2) 


с произвольными A, i, К. По предположению система линей- 
ных однородных уравнений (2) имеет решение (&;,) = L” 
такое, что det(£;;) = 0. Поскольку коэффициенты системы (2) 


принадлежат полю К, то, как мы знаем (Alg., chap II, 3° éd., 
$ 8, n°5, предложение 6), эта система допускает нетривиаль- 


ные решения ив К”. Пусть Е — векторное подпространство 
2 

в М,(К)=К”, не сводящееся к 0 и состоящее из указан- 

ных решений. Пусть (с1), ‚< „— базис в Е. Положим (Е: ;) = 


— ine; для любой матрицы (Е) Е. Тогда det(£,,) 
1 


является многочленом Pin, M, ..., Np) с коэффициентами 

в К. Кроме того, известно (там же), что решения системы (2} 

в L™ имеют вид Зе, на этот раз с =. Для одного 
1 


такого решения det(£,,) равен P(f,, ..., 5»). Коль скоро это. 
так, то в случае Р(\и,..., Np) =0 при произвольных 
M... ПЕ А коэффициенты многочлена Р были бы 


равны 0, поскольку К бесконечно. Мы имели бы тогда 
PE, ..., бр) =0 для любых (1, ..., SL, что противоречит 


предположению. Таким образом, мы можем найти матрицу 
(Е;‚) = Е, для которой det(&;;) == 0, и соответствующее OTO- 


бражение ИУ —> будет изоморфизмом. 

в) Общий случай. Пусть © — алгебраически замкнутое 
расширение поля L и К, — алгебраическое замыкание поля К 
в О. Тогда по предположению И ®к Фи W ®ко будут изо- 
морфными (А ®к9)-модулями. Так как Ку бесконечно, то, 
согласно 6), изоморфны также (А ® к К.)-модули У ®кК, и 
W @x Ko. В обозначениях из 6) система (2) обладает реше- 


нием (E:;) ЕК”, для которого det(&;;) AO. Но Е;; принад- 
лежат одному и тому же алгебраическому расширению Ky 


конечной степени над К. Значит, (A ®к K1)-Moxyan V ®кК! 
и "®кК, изоморфны, и мы получаем из а) то, что нужно. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2 (Машке). Пусть А — кольцо с единицей, 
Е — левый А-модуль, Е — его прямое слагаемое, G — конеч- 
ная группа порядка 4, о — линейное представление G в E. 


156 ГЛ. У. ГРУППЫ, ПОРОЖДЕННЫЕ ОТРАЖЕНИЯМИ 


Предположим, что элемент 9.1 обратим в А и что модуль Е 
устойчив относительно G. Тогда в Е существует дополнение 
‚модуля F, устойчивое относительно G. 


Пусть р — проектирование Е на Е. Для любого x=E 
положим 


и 2 р (5$) "р(ф (5) x). 


Имеем f(x) F n [(у) =у для всех уе РЁ, поэтому f тоже 
является проектированием E на Г. С другой стороны, если 
ЕС, то 


POT Zelt") Pe) 
= Del)" p(o(st) x) = 
=f (0 (6) x). 


Значит, | коммутирует с p(G), так что Kerf, дополни- 
тельное к F B E, устойчиво относительно С. 


СледствиЕ. Шусть С — конечная группа порядка 4q, 
К — коммутативное поле, характеристика которого не де- 
лит 49. Тогда групповая алгебра группы G над К является 
полупростой. 


Действительно, по предложению 2 любой NÉE над 
этой алгеброй полупрост. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 3. Пусть À — коммутативное кольцо, М — 
А-модуль, С — конечная группа, действующая на М, u 
A’ — А-модуль. Предположим, что порядок 4 группы С обра- 
тим в А. Пусть М9 — множество инвариантных относи- 
тельно G элементов модуля М. Тогда канонический гомомор- 
физм М“ @,A 6 M®,A’ определяет изоморфизм MS ® 1 À’ 
на модуль (M © 1 A’)? инвариантных относительно G элемен- 
тов 8 M @ 1 À’. 


В самом деле, пусть О — проектирование М на MS, onpe- 
деленное равенством Q(x)—q"! D g(x) для всех x= M: 
EG 


g 
Если i— каноническое вложение M в М, To Qoi— тожде- 
ственное отображение M® на себя. Следовательно, 
{9 ®1,/) ° (81, ее отображение модуля 


М9 © дА’. Так как О® 1. =а`' 2 (g@1,), то образом 
ЕС 
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1 © 1, является (М ® А”). С другой стороны, по сказанному 
выше #1 ® [л’ инъективно. 


Замечание. Предыдущее предложение применяется OCO- 
бенно часто тогда, когда A’ есть А-алгебра. В этом случае 
МЗ © А’ будет А’-подмодулем модуля М @ 4 À’. 


УПРАЖНЕНИЯ 


$ 2. 


1) Пусть „K — коммутативное кольцо с единицей, Е — А-модуль И 
Е* — дуальный к нему модуль. Обозначим через ф канонический гомо- 
морфизм модуля Е 69 Е* в End (Е). 
а) Назовем ncesdoorpamenuem в Е любой отличный от | элемент 
из End (Е) вида 
Sx,.y* =1—-9 (x ® y"), 


где x=E и ge Е*. Такой элемент $ называется отражением, если 
можно выбрать х и у", связанные соотношением (x, y*) =2. Показать, 
что тогда $2 =[ и $ (х) = — x. 

6) Пусть хеЕЁ, y* = E таковы, что (x, y“) =1, и пусть $ — отра- 
жение, соответствующее паре (2х, y*). Показать, что Е является прямой 
суммой подмодуля Ky, порожденного элементом х, и ортогонального 
дополнения À к у". Показать, что Kx — свободный модуль с базисом X 
и что $ равно | Ha H и —1 на Kx. 

2) В тех же обозначениях, что и в упражнении 1, показать, что 
det (Sy. y*) =1— (x, y*), если Е — свободный К-модуль конечного типа. 


Ч 3) Пусть И — комплексное гильбертово пространство с базисом 
е,,...› Eye Для 1SisI пусть $; — унитарное псевдоотражение век- 


тора е, ($ 2, n°1), такое, что $} (е;) = сзер» гдее, Æ 1. Элемент простран- 
ства У инвариантен относительно $, в том и только том случае, когда 
он ортогонален к е,. Пусть W — подгруппа группы GL(V), порожденная 
всеми S;. 
а) Пусть { — целое число >|. Показать, что любой элемент про- 
1 


странства Л V, инвариантный относительно №, равен нулю. (Провести 
en no e. Если У” — векторное подпространство в и, порожденное 

‚.... @_, И если € — ненулевой вектор, ортогональный к И”, записать 
a i—] | 

i 
каждый элемент пространства ЛУ в виде at+(bAe)cacAV u 
1—1 

be Л И. Если a+(b Ле) инвариантен относительно W, то а и b будут 
инвариантны относительно группы W', порожденной S,,..., Sj_j, К KOTO- 


рой можно применить предположение индукции.) 

6) Предположим, что группа W конечна. Показать, используя а), 
что для всякого эндоморфизма А пространства У имеют место соотно- 
шения 

N) ае!(А- в) = Сага (№). de! (А), 


w = W 


У det (1 — Aw) = Сага (W). 


we W 
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Вывести отсюда, что для любого А = End (У) существует элемент w = №, 
такой, что AW не имеет ненулевых неподвижных точек. | 
в) Пусть Г — граф с множеством вершин (1, Г} и с ребрами fi, j}, 
где i, ] таковы, что €; H €; неортогональны. Показать, что V является 
простым №-модулем тогда и только тогда, когда Г связен и непуст. 


1 
г) Пусть У — простой Ш-модуль. Показать, что W-monysu AV 
(0O<i</) будут простыми. (Показать, что существует такое целое 
число |, что граф T—{j} связен. Провести индукцию по / и применить 
предположение индукции к подпространству У” порожденному векто- 
рами e;, i Æ j.) Показать, что эти модули попарно неизоморфны |). 


§ 3. 


1) При введенных в n? | обозначениях и условиях показать, что ка- 
меры относительно № являются открытыми симплексами в том и только 
том случае, когда № бесконечна и неприводима. Показать, что E/W ком- 
пактно тогда и только тогда, когда № — произведение бесконечных не- 
приводимых групп. 


2) Пусть У — вещественное векторное пространство конечной раз- 
мерности со скалярным произведением, F — конечная подгруппа ортого- 
нальной группы пространства И, порожденная отражениями, Л— дискретная 
подгруппа в У, устойчивая относительно F, № — группа перемещений 
пространства У, порожденная подгруппой F и переносами на векторы 
из Л. Пусть § — множество гиперплоскостей Н в V, таких, что s,, ЕР, 


Пусть R— множество элементов из A, ортогональных элементам из 9). 
a) Для того чтобы W была порождена отражениями, необходимо 
и достаточно, чтобы Ю порождало Л. 
6) В В? co скалярным произведением ((х, y), (X, у’)) > хх’ уу 


пусть , Vs) | уз 


ey == (1, 0), „= (> 79. 7 9! a А; = Ве; 


F — диэдральная группа, порожденная SA À — дискретная подгруппа 


— 


ey = 


в В?, порожденная e;, — подгруппа, которая устойчива относительно F, 
Показать, что W не порождена отражениями. 


3) Пусть У — вещественное векторное пространство конечной размер- 
ности и W — конечная подгруппа в СЁ (У), порожленная отражениями. 
Показать, что любой элемент порядка 2 в W есть произведение отраже- 
ний, принадлежащих W и коммутирующих между собой. (Провести ин- 
дукцию по dim И, воспользовавшись предложением 2.) 


4) Пусть У — вещественное векторное пространство конечной раз- 
мерности, W — конечная подгруппа в GL(V), порожденная отражениями, 
w — элемент из №, У’ — устойчивое относительно W векторное подпро- 
странство.в У и А — порядок сужения w|V’ элемента w на У”. Пока- 
зать, что существует элемент x = W порядка k, оставляющий У” устой- 
чивым и такой, что x|V’’=w|V’ (Пусть №” — множество элементов 
группы W, оставляющих неподвижными точки в У”. Эта группа поро- 
ждена отражениями, и W переставляет камеры относительно №”. Вывести 
отсюда, что существует элемент À = №”, такой, что WA оставляет устой- 
чивой некоторую камеру относительно W’. Показать, что можно поло- 
жить X = wh.) 


1) Это упражнение, нигде не опубликованное, нам сообщил Р. Стейн- 
берг. e 
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4 5) Пусть У —конечномерное вещественное векторное пространство, 
W — конечная подгруппа в СЁ (У), порожденная отражениями, С — ка- 
мера относительно W и $ — множество ее стенок. Для JCS пусть 


W ‚—подгруппа в W, порожденная $,, с НЕ, и пусть e (7)=(—1) баг. 
Показать, что тогда 


el) _ + 
Card Wy a Сага (№) ° ie 


(Пусть (x|y) — скалярное an на И, инвариантное относи- 
тельно №, 3 — единичная сфера в Г, U — положительная мера Ha У, ин- 
вариантная относительно W и общей массы 1. Пусть D,, — открытое 


_ ролупространство, определенное стенкой Н = $ и содержащее С, и пусть 


Е, =D, ПУ. Справедливо соотношение 
(—C)nz= fl @-E,. 
HES 
откуда 
cay = Can= [Il а. = У =Фи[ ПЕ 
Card(W) À N ( — ФЕн) ‚- в н)- 
= HES He] 


Сделать вывод, заметив, что N) Ен есть пересечение некоторой каме- 
Hal 
ры группы W J с Хи, значит, соответствующая мера равна 1/Саг (№ ,). 


Снова найти формулу (*) при помощи упражнения 26, ©) гл. IV, § 1 
(положить { — 1 в тождестве, доказанном в этом Упражнении). 


6) a) Пусть К — коммутативное поле, У — векторное пространство 
конечной размерности п над К, ф — симметрическая билинейная форма 
на V, № — ее ядро. оны, что dim N =1. Показать, что ядро 

n—] 
продолжения ф на Л У имеет размерность п — 1. 

6) Пусть, далее, К = В и форма ф положительно определена. Пусть 

(e,, ur e,) — базис BV nu a =O (ep е,). Предположим, что dj; < 0 при 


i#j и что {1,2,..., п} не допускает разбиения /UJ, для которого 
а; =0 при ie, | ЕЛ. Пусть Ai; — алгебраическое дополнение эле- 
мента а,, в матрице (а; ;). Показать, что А; >0, каковы бы ни были À 
и |. (Пусть бе, + ... + бе» — вектор, порождающий N и имеющий все 
координаты ›>0. Показать, что каждая строка и каждый столбец Ma- 
трицы (А; ,) пропорциональны (5,,..., €). Вывести отсюда, что A; muß, 
где ий — некоторая константа. Рассмотрев À;;, показать, что в > 0.) 

в) Показать, что €),..., би пропорциональны FA. ses As 


7) Пусть 4 (Е, ..., &,) = 2 ay (8; 5} (4; ; —=a;;) — вырожденная поло- 


жительная квадратичная форма = "о а; < 0 при i  j. Предположим, 
что множество {1, 2,..., n} не допускает разбиения /UJ, для которого 
a;; =0 при Г =/, | У 

а) Показать, что если £,—0, то получается невырожденная поло- 
жительная форма относительно Ep ee Esp jap ven Е 

6) Показать, что a,>0 для любого г. (Пусть Cp u... Vu = SOMONE 
ядра формы 9 с (,>0,..., {n>0. Воспользоваться равенством 


a, ;5, +... + An bn — 0.) 
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4 
в) Показать, что если мы заменим один из элементов Qj; на a,,<a;,, 


то новая форма не будет положительной. (Воспользоваться равенством 
2 а; 5:5; = 0.) 
8) Пусть. (a;;) — вещественная симметрическая матрица с п строками 


и N столбцами. 
п 


а) Псложим $, = 2 а;,. Каковы бы ни были pre №, ВЫ 
i= 
полняется соотношение 
ei: 2 | 2 

Jante Dos Yan (Е — Be). 

i, Е к i,k 
6) Пусть €, ..., 6, SR”. Положим > €,4;, =1,. Тогда 

1 


Е 
(заменить ва) E, на &,/C; и a,, на C;0,a;,). 
в) Если существуют числа б;,..., би >0, для которых ae 
i 


(k=1, 2,..., 2), и если aj; <0 при [==] то квадратичная форма 
2 a;,6;5, положительна и вырождена (использовать 6)). 
i, À | 


г) Пусть 2a Gajbsby — квадратичная форма на В” с 9; <O при ii. 


Предположим, что множество {1, 2, ..., n} не допускает разбиения JU J, 
для которого Яро при iel и je]. Для того чтобы форма была 


невырожденной и положительной, необходимо и достаточно, чтобы не 
& 

существовало 6, >> 0, ..., On > 0, таких, что > qi =0 kl... n). 
i 


§ 4. 


В упражнениях ниже (W, $) обозначается система Кокстера. Пред- 
положим, что множество $ конечно. Его мощность называется рангом 
системы (W, $). Отождествим W с подгруппой в GL(E) при помощи © 
(см. n°3 и 4). 


1) Пусть Е — подпространство, ортогональное к Е относительно. 
формы B y Показать, что EP — радикал W-monyaa E (Алг., ra. VIII, $ 6, 
n°2) и что E/E® — прямая сумма абсолютно простых попарно неизоморф- 


ных модулей в количестве, равном числу связных компонент графа си- 
стемы (W, 5). 


2) а) Пусть Г — множество экстремальных образующих конуса w (С) 
и А— объединение Ty wEW. Показать, что А с множеством © = 
= {Г | w € №} образует ансамбль (гл. IV, $ 1, упражнение 15). Показать. 
что отображение | апартамента Ap, ассоциированного с системой Кокстера 
(И, С) (гл. IV, $ 1, упражнение 16), на À, которое переводит точку 


wWS = À (для w = W, se S) в образующую w (Res), есть изоморфизм 


6 Зак. 61. H. Бурбаки 
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A, на A, совместимый с действием группы №. Показать, что если 
= шзш-!, где we VW, $ = 5, то образ относительно | стенки L;, опре- 
деленной элементом #Ё (соотв. половиной апартамента Ao, определенной 
стенкой L;) (там же), есть множество элементов из À, содержащихся 
в гиперплоскости (соотв. замкнутом полупространстве), которая является 
образом при 0* (w) гиперплоскости es =0 (соотв. замкнутого полупро- 
странства е; > 0 или es < 0). 

6) Показать, что группа W конечна в TOM и только том случае, 
когда существует элемент wo = W, такой, что wo (С) = — С. Этот эле- 
мент Wo тогда однозначно определен и имеет наибольшую длину в W 
(воспользоваться упражнением 22 гл. IV, $ 1). Доказать, что тогда 
j(— а) =- 7 (а) для всех а = Ау (упражнение 22, в), гл. IV, $ 1). 

в) Показать, что группа W конечна в том и только том случае, когда 
конус U, являющийся объединением замыканий конусов (С) для weW, 
совпадает со всем пространством E*. (Когда № конечна, воспользоваться 
6) и выпуклостью U. Когда ИП = Е*, рассмотреть элемент w = W, для 
которого в (С) П (-— С) == ©, и показать, что w (С) = — С.) 

г) Пусть Н — конечная подгруппа в У. Показать, что существует 
подмножество X CS, такое, что И, конечна и содержит подгруппу, 
‘сопряженную с À. (Провести индукцию по Сага ($). Пусть хЕеСи 
& = > h(x). Используя в), показать, что № конечна, если Х =0. При 

heH 
xX ~0 существуют weW и Ус5, Y=#S, такие, что w(x) принад- 
лежит Cy, (обозначения из n°6), откуда Н <- w—'W,w. Применить пред- 


положение индукции к У.) 


3) Предположим, что система (М, S) неприводима. 
а) Показать, что коммутант Й-модуля Е сводится к гомотетиям. 
6) Показать, что центр группы W равен {1}, когда W бесконечна или 


когда W конечна, а ее элемент wo наибольшей длины (упражнение 2) 


>= —1. Если № конечна и wo = — |, то центром группы будет {1, wo). 

в) Показать, что любой элемент w=£l группы W, для которого 

wSw-!=S, переводит С в —C (показать, что w(es) = —е sw} CHa- 
wsw 


‘чала для какого-нибудь одного SE S, a потом для любого se S). Полу- 
чить отсюда (упражнение 2), что такой элемент существует, только 
если W конечна, и что тогда он совпадает с Wo. 


4) Допустим, что Сага ($) =3. При $ ® $ положим a(s) = т (и, 9), 
где {u, о} = S — {$}. Пусть A= > l/a ($). Показать, что 
ses 
а) если À > 0, то форма By невырождена и положительна (в KAKO- 
вом случае W конечна); 
6) если А =1, то форма Bu положительна и вырождена; 


в) если À < 1, то форма В м Невырождена и имеет сигнатуру (2, 1) 
(At. GE IX, $ 7, 1° 2). 

Iloka3aTb, что в случае a) порядок q группы задается формулой 
q =4/(А — 1) (воспользоваться упражнением 5 к $ 3). 


5) Пусть А — подкольцо в В, порожденное числами 2 cos (л/т ($, 5’)). 
Показать, что А является свободным Й-модулем конечного типа и что 
‘матрицы преобразований o(w) для we W имеют в качестве коэффи- 
циентов элементы из А. Получить отсюда, что коэффициенты характери- 
<тических многочленов преобразований © (и) являются целыми алгебраи- 
ческими числами. 
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qj 6) а) Пусть т — целое число > 2 или + co. Показать, что утвер- 


I 
ждение «4 cos? ms 7» эквивалентно утверждению «mei{2, 3, 4, 6, + со}». 


6) Пусть Г — решетка в Е, т. е. дискретная подгруппа в E ранга, 
равного dim Е. Показать, что если Г устойчива относительно №, то 
целые числа m(s, 5’) при $ = 5’ принадлежат множеству {2, 3, 4, 6, + оо}. 
(Заметить, что тогда Tr(o (w))EZ для всех we W. Применить этот 
результат к W = $5’ и использовать а).) | 

в) Предположим, что #1 ($, Ё) е= {2, 3, 4, 6, + oo} для $ 5-Е Ё Семейство 
(х5)‹=< Положительных вещественных чисел называется радикальным, 


если оно удовлетворяет следующим условиям: 
т (5, =3 =x, =x; 
mi de >: =V2-x ИЛИ Vars 
m(s, t)=6 > —V3 +x, или x, =УЗ+х; 
т (5$, #) = - ®=>х, =e, или х,=2х, или х,=2х.. 


Если (xs) — такое семейство, то положим Os = Xses. Показать, что 
0, (a,) =o п ($, t) a. где п (s, р >Й. 


Получить отсюда, что решетка Г с базисом (as), =‹ устойчива относи- 


тельно У. 

г) В условиях упражнения в) предположим, что граф системы (W, S) 
является лесом. Показать, что тогда существует по крайней мере одно 
радикальное семейство (xs). (Провести индукцию по Card (S)). Приме- 
нить предположение индукции к $- {50}, где So — концевая вершина 
графа 5.) 

д) В условиях упражнения в) предположим, что граф системы (W, S) 
является циклом. Пусть п. (соотв. Ив) — число ребер этого графа {s, f} 
с коэффициентом m ($, t), равным 4 (соотв. 6). Показать, что для суще- 
ствования радикального семейства необходимо и достаточно, чтобы 06a 
числа My и Из были четными. Показать, что если это условие не выпол- 
нено, то вообще не существует никакой решетки в Е, устойчивой 
относительно М. (Если $ ={$1,..., Sn} и вершина $; соединена с $; ., 
при | <{<1 — 1, a sy соединена с $1,-то положим с=$:...5и и за- 
метим, что Тг (0 (с)) не является целым числом). 


7) Пусть система (№, $) неприводима, а форма В м положительна. 

а) Показать, что для всякого подмножества J < $, отличного от $, 
группа W является конечной (воспользоваться теоремой 2, а также лем- 
мой 4 из $ 3, n° 5). 

6) Показать, что если Сага ($) > 3, то все т ($, $’) конечны. 

в) Предположим, что W бесконечна. Показать, что при Та 5, TS 
группа G(W,) оставляет устойчивой некоторую решетку в ВТ. Получить 
отсюда, что если Сага ($) >3, то все т ($, s’), ss’, принадлежат MHO- 
жеству {2, 3, 4, 6} (воспользоваться упражнением 6). 


8) Пусть s@S и weW. Показать, что при 1(ws)>l(w) (соотв. 
l(ws) <!(w)) элемент w (es) является линейной комбинацией с коэффи- 
циентами 20 (соотв. <0) векторов e, для t= 5$. (Применить свойство 


(Ph) из n° 4 к ш-! и рассуждать от противного.) 


9) Показать, что пересечение подгрупп конечного индекса в  со- 
стоит только из 1 (использовать упражнение 5). Получить отсюда, что 


6* 
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существует подгруппа конечного индекса группы W, не содержащая 
никакого элемента конечного порядка, кроме | (использовать упражне- 
ние 2, г)). 


4 10) Пусть @ — замкнутая подгруппа в СГ (Е), содержащая №. 
Предположим, что G унимодулярна (Интегр., гл. УП, $ I, n° 3). Пусть 
D — полупрямая в E*, лежащая в С, и пусть G, — стабилизатор D в G. 

а) Пусть А — множество элементов g = @, для которых g(D) CC. 
Показать, что А открыто, устойчиво относительно умножения справа 
на G, и что композиция отображений A—>G—W\G инъективна, где 
W\G — однородное пространство правых смежных классов G по №. 

6) Пусть и — мера Хаара на С. Показать, что если и (А) конечна, 
то подгруппа Cy компактна. (Пусть К — компактная окрестность еди- 
ницы, содержащаяся в А. Показать, что существует конечное число таких 
элементов A; = G,, что любое множество вида Kh, где he С р, пересе- 


кается с одним из Kh,. Получить отсюда, что Gy содержится в объеди-. 


нении множеств K~!.K -h; и, следовательно, компактно.) 

в) Пусть у — ненулевая положительная мера на W\G, инвариантная 
относительно С. Показать, что если у (И\С) < с, то подгруппа G р KOM- 
пактна. 


Ч 11) Пусть À — подмножество в В”, состоящее из точек x= 
= (хо, ..., Xn—1), В КОТОрых форма 


B(x)=—x$+x1+ ae +x, 


строго отрицательна, и пусть PH — образ À в проективном пространстве 
P„-ı (В). Пусть G — ортогональная группа формы В. 

а) Показать, что PH — однородное пространство группы С, что ста- 
билизатор некоторой точки в РН компактен и что G действует на РН 
собственно разрывно. 

6) Пусть © и Q — дифференциальные формы на À, заданные фор- 
мулами 


n— 
@ = > (—1)’ X; dx, РА зе. Л dx;_ Л 4х; 41 Ay sm Л dx, 


en © 

TONER 
Показать, что © — прообраз относительно канонической проекции u: À PH 
некоторой дифференциальной формы О на PA. Показать, что положитель- 
ная мера V, ассоциированная с формой Q (Var. diff., Вез., 2° partie), 


инвариантна относительно Си единственна с точностью до скалярного 
множителя. 


в) Пусть С — открытый симплициальный конус в В” с вершиной 0 
($ 1, n° 6). Предположим, что С содержится в A, и обозначим через РС 
образ С относительно отображения л: H > PH. Показать, a если п > 3, 
то v(PC)<». (Отождествить РЯ с подпространством в Rr-1 ‚ состоящим 
n—1 
2 
из векторов (X1, ..., Xn—1) с >; x; < 1, и определить меру, соответствую- 
= 
щую мере v Ha этом подпространстве.) Показать, что РС относительно 
компактно в PH в том и только том случае, когда С содержится в Н. 
4 12) Предположим, что форма х.у=Ви (х, y) невырождена и 
что W бесконечна. Отождествим Е с дуальным пространством Е” при 
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* 2 
помощи By. В частности, обозначим через (e,) базис в ЕЁ, дуальный 


базису (es), и через С — внутренность симплициального конуса С, поро- 
. * 
жденного всеми @,. Пусть С — ортогональная группа формы В, и пусть 


u — мера Хаара на G. Группа G является унимодулярной и содержит 
группу №. 

а) Показать, что если v(W\G)<oo (где у — мера, инвариантная от- 
носительно G), то форма B,, имеет сигнатуру (п — 1, 1), где 


п = dim (Е) = Сага ($), 


и что х.х<0 для всех хЕЕС. 

(Пусть хеС — вектор, для которого х.х = 0, и пусть Ly — ги- 
перплоскость, ортогональная к х. Используя упражнение 10, показать, 
что сужение формы В м на L,, либо положительно, либо отрицательно. 


Во втором случае форма B,, имеет сигнатуру (1, п — 1); показать, что 


это невозможно. Получить отсюда, что x.x 0 для любого x EC, от- 
куда х.х<0, так как конус С открыт.) 
6) Обратно, предположим, что By имеет сигнатуру (r—1,1) и 


х.х<0 для всех хеС (в этом случае говорят, что группа W, равно 
как и система (№, $) и соответствующий граф Кокстера, имеет гипербо- 
лический тип). 

Пусть À — множество хе Ё, для которых х.х<0, и пусть Н + — связ- 
ная компонента множества MH, содержащая С. Показать, что À — объеди- 
нение непересекающихся компонент Hy и Н- = — Н+ и что Н- содер- 
жится в симплициальном конусе,  порожденном (es), cs (использовать 


тот факт, что H— обратно к +). Показать, что Hy и Н- устойчивы 
относительно W. 

в) Сохраним обозначения и предположения упражнения 6). Пусть 
{ — линейная форма на E, определенная равенствами f (es) =1 для всех 
5 = $5. При x € Н положим ф(х) = f (х)?/(х .х). Если РН — образ конуса À 
в проективном пространстве Р (Е), то функция ф определяет функцию Ф 
на РН. Показать, что отображение 


ф: РН >) — 0,0) 


является собственным. Получить отсюда, что для всех x = A+ функции 
wr>yg(w.x) u wH>f(w.x) имеют максимум при некотором w, из W 
(использовать тот факт, что группа G действует собственно разрывно 
на РН (см. упражнение 11) и что группа W дискретна в G). Показать, 


что эти свойства эквивалентны тому, что w, (x) = С. Вывести отсюда, 


что СПН+ является фундаментальной областью для действия W в A+ 
и что образ этой фундаментальной области в РН имеет конечную меру 
относительно инвариантной меры V в PH (воспользоваться упражне- 
нием 11). Заключить отсюда, что v(W\G)< oo. Показать, что W\G ком- 
пактно в том и только том случае, когда С содержится в Ay, т. €. когда 
* * . 

e,.e. <0 для всех s@S (мы скажем тогда, что группа W, равно как 


система (№, $) и соответствующий граф Кокстера, имеет компактный 
гиперболический тип). 


di 13) Показать, что для того чтобы система (W, $) имела гипербо- 
лический тип (см. упражнение 12), необходимо и достаточно, чтобы были 
выполнены следующие два условия: 

(H,) форма В м Неположительна; 

(H,) для любого подмножества Т < $, отличного от $, форма By (Th) 


ассоциированная с системой Кокстера (W_, Г), положительна. 
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(Если система (М, $) гиперболического типа, то, как мы видели, 
` * * 
(e,-e,) < 0 для любого $ =$ — в обозначениях упражнения 12. Суже- 


* 
ние By Ha гиперплоскость Е (5), ортогональную к е., будет поэтому > 0. 
Так как Е ($) порождена всеми е,, t  s, то мы получаем (H,). Обратно, 


предположим, что (H,) и (He) выполнены. Пусть x = > Ass — элемент 
5 
из E, для которого х.х<0, и пусть x4 (соотв. x) — сумма тех асе, 
для которых а5>0 (соотв. <0). Показать, что тогда либо х+.х+<0, 
либо x~.x~<0. Если У — открытый симплициальный конус, порожден- 
ный всеми е;, и À — множество x Е FE, таких, что х.х<0, то существует 
связная компонента Ну множества Н, пересекающая У. Используя (Н.), 
показать, что Но не пересекает стенок конуса У, т.е. Hy C У. Получить 
отсюда, что форма B,, (x, y) невырождена и имеет сигнатуру (п — 1, 1) 


и что С содержится в — Но, откуда следует, что (№, S) имеет гипербо- 
лический тип.) 


14) Показать, что для того чтобы (W, $) имела компактный гипербо- 
лический тип (см. упражнение 12), необходимо и ARCTATONEE выполнение 
следующих двух условий: 

(H,) Форма Вм неположительна; 


(НС) для а подмножества T CS, отличного от $, группа Wr 


конечна (т. е. форма Вм (т) положительна и невырождена). 


(Использовать упражнения 12 и 13.) 

В частности, система Кокстера гиперболического типа ранга 3 имеет 
компактный гиперболический тип в том и только том случае, когда 
все 11 ($, 5’) конечны (см. упражнение 4). 


$ 15) *a) Показать, что следующие девять графов |) имеют компакт- 
ный гиперболический тип и что с точностью до изоморфизма ими исчер- 
пываются все графы ранга 4, обладающие этим свойством (использовать 
классификацию, данную в гл. VI, $ 4): 


6' Тот же вопрос в случае ранга 5 приводит к следующим пяти 
грарам: 


5 4 5 


1) В этих графах каждое ребро, He снабженное числовой отметкой, 
имеет на самом деле коэффициент 3 (см. гл. IV, $ 1, n°9). 
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в) Показать, что не существует графов компактного гиперболического 
типа и ранга >> 6. „ 


16) * Показать, что любой граф Кокстера гиперболического типа и 
ранга > 4, хотя бы одно ребро которого снабжено числовой отметкой 6, 
изоморфен одному из следующих одиннадцати графов (некомпактных и 
ранга 4): 


x 


17) * Показать, что гиперболическими графами Кокстера наивысшего 
ранга будут следующие три (у них ранг равен 10): 


4 


x 


4 18) Предположим, что система (№, $) гиперболического Tuna ‘Hu 
что W оставляет устойчивой решетку Г в E. Пусть С — ортогональная 
группа формы By и G(T)— подгруппа элементов g EG, для которых 


gl = Г. Показать, что С (Г) — дискретная подгруппа группы G. Показать, 
что № — подгруппа конечного индекса в С (Г) (использовать тот факт, 
что мера пространства W\G конечна). 

* Показать, что если сверх того (W, $) — система компактного гипер- 
болического типа, то соответствующий граф Кокстера изоморфен одному 
из следующих (использовать упражнения 4, 6 и 15): 


4 
se tot fs АЛ и |, 


Показать, что все группы, соответствующие графам в упражнении 16 
(за исключением последних четырех), оставляют устойчивой некоторую 
решетку (воспользоваться методом упражнения 6). „ 
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19) Пусть (М, $) — система Кокстера, соответствующая графу 
5 
— mn zn () 

Это система компактного гиперболического типа (см. упражнение 15), 
Коэффициенты формы B,, относительно базиса (e,) принадлежат под- 
кольцу А поля K=Q(V5 L состоящему из элементов этого поля, 
целых над Z. 

а) ‚Пусть д — погружение поля К в R, которое отображает V5 

в —V5. Показать, что образ б (Вы ) Формы Bu при погружении oO 


является невырожденной положительной формой. 
6) Пусть G — ортогональная группа формы Bap а С, — такая же 


группа формы o(B,,). Пусть С@„ — подгруппа группы G, состоящая из 


элементов, Y которых матрицы относительно (е;) имеют коэффициенты 
в А. Показать, что G д отождествляется с дискретной подгруппой BGXG,, 


а затем, используя а), показать, что С , является дискретной подгруппой 


группы G. 
в) Показать, что W — подгруппа конечного индекса в G, 


г) Доказать аналогичные результаты для других графов упражне- 
ния 15 (поле Q(y5) заменяется полем д (V2 )), за исключением графа 


q 20) Для любой пары {s, Ss} из S ст ($, $’) = со пусть г ($, Ss’) — Be- 
щественное число < — 1. Введем на Е билинейную форму B,, такую, что 


vs Cr TT / й 
В, (es &5’) = By (е., j= STEH если т ($, 5’) F x; 


B,(e, er) = т ($, 5), если m(s, 5’) = co. 
Определим так же, как для В y отражение с, вектора e, оставляющее 
инвариантной форму В... 

а) Показать, что существует, и притом только один, гомоморфизм 
O7 W—GL(E), такой, что 0,(gs) совпадает с определенным выше 
отражением Os. 

6) Показать, что утверждения предложения 4 теоремы 1, ее следствий 
и леммы | остаются справедливыми и для Or. 


1) Как показал 9. Винберг, группа W, соответствующая этому послед- 
нему графу, не является „арифметической“ подгруппой группы G. То же 
верно и для некоторых других графов гиперболического типа (на этот 
раз некомпактных), а именно для последней четверки из упражнения 16. 
[Первый пример такого рода был построен В. С. Макаровым, AAA, 167 
(1966), № 1, 30—33. — Ped.] 
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$ 5. 


1) Описать алгебру симметрических инвариантов конечной диэдральной 
группы (для ее канонического представления размерности 2 CM. $ 4, n° 2). 


2) Пусть А — кольцо главных идеалов, Е — свободный А-модуль 
конечного ранга Ги G — конечная подгруппа группы СЁ (Е). Предположим, 
что выполнены два следующих условия: 

(i) Если 9 = Сага (@), то элемент 9.1 кольца А обратим; 

(ii) группа @ порождена псевдоотражениями модуля E (т. е. такими 
элементами $, что ($ — 1) (Е) будут моногенными подмодулями модуля E, 
см. $ 2, упражнение I). 

Пусть $ (Е) — симметрическая алгебра модуля E, и пусть $ (E)S — 
подалгебра этой алгебры, состоящая из инвариантных относительно 
С элементов. Показать, что при всяком гомоморфизме А в поле k алгебра 


S(E)° ® Е отождествляется с $ (Е ©,)<. Применяя теорему 4, получить 
отсюда, что $ (Е) является градуированной алгеброй многочленов над А. 


4 3) Пусть К — поле характеристики нуль, У — векторное К-про- 
странство конечной размерности / и G— подгруппа группы GL(V), 
порожденная псевдоотражениями. Положим 4== Card (@). Обозначим 
через $ (соотв. L) симметрическую алгебру (соотв. внешнюю алгебру) 
пространства И, а через x (соотв. x’) канонический образ элемента x € V 
в S (соотв. в L). 

a) Пусть Е =$ 69 Г, — тензорное произведение алгебр $ и L. Пока- 
зать, что существует однозначно определенное дифференцирование 4 
алгебры Е, такое, что dx = x" и dx’ =0 для любого xe Y. 

6) Пусть SG — алгебра симметрических инвариантов группы С и 


P;,..., Pi — однородные элементы в a такие, что S—=K ыы 
Для любого подмножества / = {i;,..., ir} интервала (1, J) при i, <...<i, 


положим 
= ЧР, ... dP; . 


Показать, что ®, линейно независимы над S и что они принадлежат 


i 
подалгебре E® инвариантных относительно С элементов в Е. Получить 


отсюда, что для любого © = ES существуют а, с; = $4 са # 0, такие, 
что | 
ao = Усю м 
I 
1 

в) Показать, что любой элемент из EG содержащийся в $ 6 AV, 
имеет вид C.dP, ... dP, где с= 5 (Применить предложение 5.) 

г) Показать, что ©, образуют базис $@-модуля Se (В обозначениях 


упражнения 6) умножить обе стороны соотношения in Ha @, 


и применить в). Установить, что если множество J дополнительно к J, TO 
а делит C}. Отсюда следует !) тот факт, что @, порождают EG.) 


1) Подробности можно найти в статье: Solomon L., Invariants of 
finite reflection groups, Nagoya Math. J. 22 (1963), 57—64. 
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д) Пусть Sn (соотв. Ст)—однородные компоненты степени п (соотв. m) 
алгебры $ (соотв. 2). Положим 


G G а G 
п Эа © | Ea ge Neem Qn m= dim Ед, m 


aix, N= № бай 


n,m>0 


В 


n 


Используя г), доказать формулу 


р;—1 


1 
а (Х, n= ли 
l— X! 


9 
i=1 
где р; = deg (Pj). 
e) Пусть Try, т (6) — след автоморфизма пространства Ey, т, опреде- 
ленного элементом & = С. Положим 


Tr (Х, У) (в) = D Tr, т (8) X"Y™ 


п, m>0 
Показать, что 
det (1 + Ух) 


HAN ИД 


é) Пусть g = Сага С. Показать, что 


] 
т 2 Tr (X, У) (в) =а(Х, У), 


1 oom 
| Marta | BE 2 a a 


а det(1— Хо) — р 
9 A ( g) me ee al: 


ge i= 


(Использовать следующий результат: если G действует на конечномерном 


° 


векторном пространстве E, то размерность пространства векторов в ВБ, 


1 
‘инвариантных относительно С, равна ет 2 Trp (g). 
g=G 
Что дает эта формула при У = 0? 
x) Для любого целого р >0 пусть H р — множество элементов & = С, 


допускающих | в качестве собственного значения кратности р. Пусть 
hp = Card (Hp). Доказать формулу 


1 1 
> 4,7? = |] (pi —1+7T). 


p=0 i=] 


(В формуле упражнения é) заменить У на —1 +7 (1 —Х) и в полученном 
выражении положить À —1. Если geH, то Tr(X, У) (8) становится 
равным ТР.) 

Ч 4)* Пусть G, = SL; (F2). 

a) Показать, что G, — простая неабелева группа порядка 168, содер- 
жащая 21 элемент порядка 2. 7 

6) Показать, что степенями неприводимых комплексных представлений 
группы G, являются 1, 3, 3, 6, 7, 8. 
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в) Пусть 9: G; —>GL; (С) — неприводимое представление степени 3 
группы G, !). Показать, что для элемента y & С, порядка 2 имеет место 
равенство Тг (0 (и)) = —1. Получить отсюда, что — р (y) — отражение. 

г) Пусть С — подгруппа группы GL3(C), порожденная элементами 
— р (и) для любого у порядка 2 из G,. Показать, что группа С изоморфна 
С, Х {1, — 1} и, следовательно, имеет порядок 336. 

д) Показать, что характеристические степени ki, Ro, k3 алгебры сим- 


метрических инвариантов группы С равны 4, 6 и 14. | Воспользоваться со- 
отношениями II h; = 336 и > (k; — 1) = 21. 
i i 
e) Показать, что С не является группой Кокстера. „ 


5) *Пусть К — поле, и пусть S=K [X, ..., Xn] — градуированная 
К-алгебра многочленов, порожденная алгебраически независимыми одно- 
родными элементами À; степени > 0. 


а) Пусть Ÿ;,..., Уи — однородные элементы степени >0 в $5, и 
пусть R=K [Y,, ..., Yn] — подалгебра в $, порожденная этими элемен- 
тами. Доказать эквивалентность следующих свойств: 

(i) (V1, ..., Yn) есть $-регулярная последовательность; 


(ii) S nero над В; | 

(iii) идеал в $, порожденный (Ÿ1, ..., Yn), имеет конечную коразмер- 
ность в S; 

ь — / és 

(iv) для любого расширения К поля К система уравнений У; (хи, ... 


... Хи) =0 (1<i<n, x;@K) имеет только тривиальное решение 
(0, ...9 0 . 

(Эквивалентность (1) <> (iii) следует из теоремы Маколея (Ком. ane.); 
(iii) < (iv) — из теоремы о нулях (Ком. ane., гл. У, $ 3, n°3, предложе- 
ние 2); эквивалентность (ii) & (iii) тривиальна.) 

Показать, что если эти свойства выполнены, то У; алгебраически не- 


зависимы над К и $ — свободный Ю-модуль ранга II deg (ve) /T] deg (X;). 
i i 


Пусть G — конечная группа автоморфизмов градуированной алгебры $, 
$9 — подалгебра инвариантов относительно этой группы и Ÿy, ..., Yy — 


элементы из SC, удовлетворяющие вышеуказанным условиям (1) — (iv). 
Показать, что $“ — K [Y,, ..., Yn] В TOM и только в том случае, когда 


Сага (G) = Il deg (Y;) fall deg (Xj). + 


Ч 6) *Пусть п — целое число >|, q — степень некоторого простого 
числа К = Fy, V=K", С = (1 (п, К) и Ц, = $1 (п, К). Отождествим С 
с группой GL (У). Далее, обозначим через $ алгебру $ (И) = К [X,, ..., Xn] 
и через À (соотв. R,) подалгебру в $, состоящую из инвариантных OTHO- 
сительно G (соотв. G,) элементов. 

а) Пусть e=(e,, ..., ев) — последовательность чисел 20. Положим 


е 
Le = det (x9 i‘, 
Это элемент алгебры S. 
Показать, что 


g.L,=det(g)L, при всех се С. 


1) Одно из таких представлений подробно изучено в книге: Weber H, 
Lehrbuch der Algebra, Bd. II, Abschn. 15. 
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е e 
Заметить, что если g.X;= >) 4; ;X; TO g.X4 = >) 4, ,X4 ) В част- 
F ; 


j 
ности, L,. принадлежит подалгебре К.. 
6) Пусть 1 & (1, 2). Положим 


Z= 1 (+ 2 art i) 


| (2;;) i>j 
TCH по всем семействам (а;; элементов: 
где произведение берется по ( #1) << 
из К. Пусть 
п 
T= |] Z;. 
j=! 
Показать, что элемент Г делит все L,. Вывести отсюда, что T=L, , 


т 
где en = (0, 1,..., п — |), и что Т инвариантен относительно G1. 


в) Обозначим через е, (1 <7=< и—1) последовательность (0, 1, ..., i—1, 
Le. 


i+l,...,n) и положим У; = что элементы У; 


принадлежат R и что deg (У;) = 9" — 41. 
г) Пусть S’ = К (Ху, -.., X__1), и пусть 7, Yr. kia У — элементы 
в $’, определяемые так же, как Т, Y;, ..., Yn-ı (с заменой п Ha п — 1) 
Пусть f: $ — 5’ — гомоморфизм, определенный соотношениями 
(Хр) =X; (Isisn—|) F(Xn) =0. 
Показать, что 


f(T)=0, F(Y,)=T РИ) =УР, для 2<i<n—1. 


д) Показать, что семейство (Т, Y,, ..., Yn-ı) удовлетворяет усло- 
вию (iv) упражнения 5. (Пусть х==(хи,..., Хи) — нуль системы, (/, 
Y,, ..., Yn-ı) в некотором расширении К поля К. Tak как x аннули- 
рует T, то x, удовлетворяют по крайней мере одному нетривиальному 


линейному соотношению с коэффициентами в К. С точностью до пре- 
образования X при помощи элемента из С; можно, следовательно, считать, 
что Xn =0. Закончить доказательство, используя упражнение г) и про- 
водя индукцию по 7.) 

e) Показать чо Ay =o KW, Ув... Ты Я 0 Г Fur Ta 
алгебраически независимы („теорема Диксона“). (Применить д) и упраж- 


нение 5, заметив, что порядок группы G, равен deg (Т) = У, deg (Y;).) 
i 


q(q— 


&) Показать, что R= К [791 У,, ..., Ya-ıl « 


d 7) *Пусть R — регулярное локальное кольцо (Ком. ane.) с макси- 
мальным идеалом И! и полем классов вычетов À. Пусть G — конечная 


группа автоморфизмов кольца R и R = R® — подкольцо инвариантных 
относительно С элементов. Это локальное кольцо с максимальным идеа- 
лом иг = ш [] А’. Выполнены следующие условия: 

(i) кольцо R’ нётерово, а кольцо Ю является К’-модулем конеч- 
ного типа; 

(ii) сложное отображение К’-> Ю -> k сюръективно. 

Положим V = m/m?. Это векторное А-пространство. Действие группы 
С на R определяет гомоморфизм #: С -> GL (У). 

а) Пусть \ — простой идеал высоты | в R (Kom. ane, гл. УП, 
$ 1, n°6), и пусть элемент s@G таков, что $(}) =\ и $ тривиально 
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действует в R/p. Показать, что € (5) — псевдоотражение в У. (Заметить, 
что образ идеала } в ш/ш? имеет размерность 0 или 1.) 

6) Показать, что если Ю регулярно, то подгруппа = (С) в СЕ. (И) nopo- 
ждена псевдоотражениями. (Пусть Н—подгруппа группы G, порожденная 
элементами, образы которых при & являются псевдоотражениями, и пусть 


RT — подкольцо BR инвариантных относительно Я элементов. Показать 
с помощью а), что никакой простой идеал высоты | в А” He разветвлен 


в АМ. Используя тот факт, что кольцо ВН целозамкнуто, вывести с по- 


4 
мощью теоремы !), что К’ = R” и тем самым H =G.) 
в) Предположим теперь, что порядок группы @ взаимно прост 
с характеристикой поля №. Показать, что отображение & инъективно. 


"4 / o 
Пусть (ut,,) — фильтрация в R, индуцированная ш-адической филь- 
трацией (nı?) кольца À, и пусть 


i: gr (R’) > gr (R) 


— канонический гомоморфизм градуированных колец, ассоциированных 
с R uR (Ком. алг., гл. Ш, $ 2). Показать, что гомоморфизм i инъек- 


тивен и что его образ совпадает с подкольцом gr (R)S в gr (G), состоя- 
щим из инвариантных относительно G элементов. 

г) Сохраним обозначения и условия упражнения в) и предположим, 
кроме того, что подгруппа &(@) порождена псевдоотражениями. При 
[= У пусть P, ..., Py — однородные алгебраически независимые 


образующие К-алгебры gr (R)® (такие элементы существуют по теореме 4 
ввиду того факта, что ог (R) отождествляется с симметрической алгеброй 
пространства У). Пусть p,,..., рр— их степени. Согласно в), можно 


x om = | 
найти X;& Mp, для которых gr (х;) =Р;- Показать, что x; порождают 
идеал и’ и вывести отсюда, что R’ регулярно. „ 


Ч 3) * Пусть У — конечномерное векторное пространство над полем К, 
$ — симметрическая алгебра пространства У и G — конечная подгруппа 


в GL(V). Предположим, что алгебра 7 ‘симметрических инвариантов. 
относительно G есть градуированная алгебра многочленов. 

а) Пусть и — элемент дуального к У пространства И” и Gy — под- 
группа в С, состоящая из. элементов, переводящих и в себя. Показать, 
что Gy порождена псевдоотражениями. (Линейная форма и продолжается 
до гомоморфизма fy: $ > К. Локализация S, кольца $ относительно ядра 
гомоморфизма fy является регулярным кольцом. Закончить рассуждение, 
применив упражнение 7, 6) к подгруппе Gy, рассматриваемой как группа 
автоморфизмов кольца Sy.) 

В частности, G порождена псевдоотражениями. 


6) Пусть А — подмножество в V* и б „= Г G,. Показать, что G, 

u= À 
порождена псевдоотражениями. (Расширяя, если нужно, основное поле, 
можно считать К бесконечным. Показать, что тогда в линейной оболочке 
множества А в У” существует элемент 9, для которого С, = С a При- 


менить к 9 утверждение a).), 


9) Пусть V — векторное пространство размерности 4 над конечным 
полем К характеристики, отличной от 2, и пусть О — невырожденная 
квадратичная форма на У индекса 2 (Алг., гл. IX, $4, n°2). Пусть 


ига 


1) Ацз [еп 4ег M. On the purity of the branch locus, Amer. J. Math., 
84 (1962), 116—125. 
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G = 0O(Q) — ортогональная группа формы Q. Эта группа конечна и по- 
рождена отражениями (там же, $ 6, n° 4, предложение 5). 

а) Пусть Е — максимальное вполне изотропное подпространство в И 
и С; — подгруппа в С, состоящая из элементов &, таких, что & (x) =х 


для всех хеБ. Показать, что G, изоморфна аддитивной группе поля К 


и не содержит псевдоотражений. 

6) Показать, что алгебра симметрических инвариантов группы @ не 
является градуированной алгеброй многочленов (воспользоваться преды- 
дущим упражнением). 


$ 6. 


В следующих ниже упражнениях (за исключением упражнения 3) 
обозначения и предположения такие же, как в $ 6. 

1) Предположим, что группа W неприводима. Пусть с — преобразо- 
вание Кокстера группы W, Г — подгруппа в W, порожденная с, и 
A — множество единичных векторов, ортогональных элементам из 9%. 
Показать, что Г обладает / орбитами в ® и что каждая из этих орбит 
содержит Й элементов. (Рассуждать так же, как при доказательстве 
предложения 33, гл. VI, $ 1, n°11.) 

Ч 2) Предположим, что группа W неприводима. Пусть С — камера 
относительно М, (М, ras fT ,) — ее стенки, €; — ненулевой вектор, OPTO- 
гональный к Н;. Предположим, что векторы e,,..., e, (соотв. ее, 
попарно ортогональны (см. n°2). Для любого ие определим Ни и Sy 
следующими равенствами H,=H,, если и == k(mod J), и 5, = Sy . 

u 

a) Показать, что элементами множества & служат $152... Sy—1 y 
Ih 
2 : 

6) Пусть s’=s,...8, И Ss”—5s,,,...5s,; таковы, что с==5’5” есть 
преобразование Кокстера, ассоциированное с упорядоченной камерой С. 


Пусть wo — элемент из №, переводящий С в — С (см. $ 4, упражнение 2). 
Показать, что если A нечетно, то 


длЯ ИНЬ... 


h—1 h—1 
wo—=ss"s ...s"s = 8"s's" ... ss" = se ? =e? 8’, 
mn (en Menara, nn 
h раз h раз 


в) Пусть S={s,, ase Sy} Пара (W, $) есть система Кокстера. Обо- 
значим через /,(w) длину элемента ше относительно $ (гл. IV, § 1, 
n° 1). Показать, что 


le (jr, [5 ($7) =1— г, [5 (с) =1. 


Вывести отсюда, что в предположениях упражнения 6) 
й—1 й — 1 
ls (о) Sr + — 1 И 15 (в) (И-П HT. 


Показать, с другой стороны, что le (Wo) = Сага (5) = = (воспользоваться 
l 


упражнением 22 гл. IV, $1). Вывести отсюда, что nn что 
C955. Gay че $4112) — приведенное разложение элемента Wp. 
г) Показать, что если A четно, то (51 а 91/9) является приведенным 


разложением элемента Wy = с”? (метод тот же). 
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Ч 3) Пусть К — коммутативное кольцо, Е — свободный К-модуль 
с базисом (e,,...,e;,) и f,,..., Г) — элементы дуального к Е пространства. 


Положим a;; =f, (e;). При 1<2<1 пусть $; — псевдоотражение s, Я, 
($ 2, упражнение 1). Тогда | a 
S; (e;) =e;—a;;e;. 
Положим с = S) +++ S, H 2,=C (е;). 
a) Для 1 << i, А LT положим 
k om __,i-l 
Yj; == S, +--+ Sp (e;) H Yi = Sy, ... $11 (C3) = 9} . 
Далее, à =e; и y} =2;. 
Показать, что Е р 
| 3 
Yi Yi pile 
Получить формулы 
ht 2 Ap iYp» 
R<i 


So aa À ik 


6) Пусть С — матрица преобразования с относительно базиса (e;). 
Пусть И = (и; ;) и У = (5;,) — матрицы, определенные соотношениями 
ap если i<j, 0, если i<j, 


0. , = 
О в противном случае; ij a;; в противном случае. 


Матрица 7+ U обратима и имеет определитель 1. Показать, что 
с=(Г- У) (+ У)". 
Вывести отсюда, что 
det (AJ — С) == det (Â—1)7+V + AU). 


Иначе говоря, 


(A — 1) +a, À Gi À ds “ виа лап 
Q21 (A — 1) + а22 À Go wee Ada] 
det (A1—C)= a3} 39 (A — 1) — 33 . x Ada] 


в) Пусть Г == (1, $) —граф с множеством вершин 7 = (1, Г} и мно- 
жеством ребер $, состоящим из таких пар fi, j} элементов множества /, 
что либо а,, #0, либо a;; F0. В случае a = {i, $} © S обозначим через ©, 


транспозицию i и | (рассматриваемую как элемент симметрической 
группы ©,) и положим а, =— а; а); 


Пусть $ — множество подмножеств в $, состоящих из ребер с раз- 
личными концами. Обозначим через C (X), Хе, множество тех i =, 


которые не являются концами ребер из À, и положим Oy = II O4 


| az 
ay — Il ay 
acx 
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Пусть с= Фу, и пусть dg — член, соответствующий о в разложении 
определителя матрицы (А — I) 1- У-ЕЛИ. Показать, что если o имеет 
вид Oy C Хех», To 


Сага (X) 
d,= ayn Il QA—I1+a;;). 
ieC (X) 

Предположим теперь, что Г — лес (ra. IV, дополнение, n°3). Пока- 
зать, что если ce, не имеет вида Oy с Хе», то а; =0. Вывести 
отсюда формулу 

Сага (Х 
Че! (^ — с) = У a, aad9 IT @-1-+a,). 
ХеЗ ieC (À) 
г) Рассмотрим многочлен 
Х 12 ce. а 


a FAN 


р = | “a 


К предположениям упражнения в) добавим требование, чтобы а,; = | 
для всех i. Показать, что тогда 


det (12 — с) = МР (ar + at). 


4) В обозначениях и предположениях n°1 обозначим через n,; по- 


рядок произведения $ и положим а,, = — 2 cos Имеем a,, =2 


H,SH 
Dust | ij 
иа,, <0, если i Aj (см. $ 3). Показать с помощью предыдущего упраж- 


нения, что 
Х (12... Aj] 


1 
és ve Ap] = (x — 200s mm), 


1=1 
а... Х 


2 


где т,..., т; — показатели группы И 1). 


1) Подробности можно найти в статье: Coxeter H. $. M. The pro- 
duct of the generators of a finite group generated by reflexions, Duke 
Math. J., 43 (1951), 765—782. 


ГЛАВА VI 


СИСТЕМЫ КОРНЕЙ 


$ 1. Системы корней 


В этом параграфе Е — поле нулевой характеристики. 
Начиная с n°3, предполагается, что Е =В. 


1. Определение системы корней 


JIEMMA 1. Пусть У — векторное пространство над k, 
R — конечное подмножество в У, порождающее У. Для лю- 
бого a= КЮ, а == 0, существует самое большее одно отраже- 
ние $ пространства V, такое, что $ (а) = — а и $(Ю) = Ю. 


Пусть G — группа автоморфизмов пространства V, остав- 
ляющая R устойчивым. Поскольку Ю порождает У, группа G 
изоморфна подгруппе симметрической группы множества À 
и поэтому является конечной. Пусть $, $’ — два отражения 
пространства ИУ, для которых $ (а) = $’ (а) = — а, $(Ю) = В, 
s’(R)=R. Тогда t=ss’ принадлежит G и имеет, следова- 
тельно, конечный порядок т. С другой стороны, имеем 


1(а) =а и f(x) = x mod ka для всех x eV. 


Поэтому на И существует линейная форма f, такая, что 
t(x)— x +f(x)a для всех хеЕТ и [| (а) =0. 


Индукцией по п получаем, что 
ЕЙ (х) = x + nf(x)a для всех x eV. 


Полагая n равным т, видим, что 1] (х) =0 для всех х ЕЙ, 
откула f= 0, = и se”, 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Пусть У — векторное пространство над Е 
и Ю — некоторое его подмножество. Будем говорить, что Ю 
есть система корней (или корневая система) в простран- 
стве V, если выполнены следующие условия: 

(СК) Ю — конечное множество, не содержащее нулевого 
вектора и порождающее пространство И; 

(СКи) для любого a= Ю существует элемент а“ дуаль- 
ного к У пространства У", удовлетворяющий равенству 
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(а, aY)=2 и такой, что отражение s, „v (гл. У, $ 2) nepe- 


водит R в себя; 
(CK) @Y (R) CZ для всех a R. 


Ввиду леммы | отражение $, „v (а значит, и линейная 
форма aŸ) однозначно определяется элементом а, что при- 
дает смысл условию (СК). Положим $, ‚у==$,, так что 


$а (x) = х — (x, aY)a для всех x=V. Элементы множества À 
называются корнями (рассматриваемой системы). Размер- 
ность пространства У называется рангом системы. 

Автоморфизмы пространства У, переводящие R в себя, 
называются автоморфизмами системы Ю. Они образуют 
конечную группу, обозначаемую символом A(R). Подгруппа 
в A(R), порожденная отражениями Sy, называется группой 
Вейля системы R и обозначается символом W(R) или 
просто №. | 


Замечание 1). Пусть k’— расширение поля Е. Отождествим 
канонически V с подмножеством пространства У ® KR и V” 
с подмножеством пространства И” © К’ = (У @ Ё’)*. Тогда R 
будет системой корней в И @k’, а aY будут теми же, что. 
и ранее. 


ЛЕММА 2. Пусть Ю — система корней в И, и пусть 
(x |y) — невырожденная симметрическая билинейная форма 
на У, инвариантная относительно W(R). Отождествим И 
с У’ при помощи этой формы. Тогда любой корень а= R 


будет неизотропным и 
20, 


Mg MES 
a (&| а) ^ 


Это следует из формулы (4) гл. V, $ 2, n°3. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ |. Пусть Го (соотв. Го) — векторное Q-nod- 
пространство в У (соотв. в V"), порожденное векторами & 
(соотв. av). Toeda: Va (соотв. Го) является @-структурой 
на У (соотв. на И") (Алг. гл. I, $ 8, n°1). Сужение на Va XVo 
‚ канонической билинейной формы произведения V XV” no- 
зволяет отождествить каждое из пространств Vo, Гос Oyanp- 
ным к другому. Множество Ю является системой корней в Го. 


Если Е =В, то существует скалярное произведение на И» 
инвариантное относительно W(R) (Интегр., гл. УП, $ 3 
n° 1, предл. 1); лемма 2 утверждает тогда, что элементы OY 
порождают И”. Согласно замечанию 1), aY порождают И* 
и в случае Е = ©. Переходим к общему случаю. Положим 
E=Va. Ввиду (СКи) каждый элемент aY отображает Е 
в Q, определяя тем самым элемент аеЁ". Ясно, что 
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К — система корней в Е и что в Е” элементу а соответ- 


ствует а. Как отмечалось выше, & порождают векторное 
Bed Е". Рассмотрим tr re гомоморфизм 


i: E@qk—V и сопряженный к нему ‘i: И*-> Е* ®оЁ. Так 
or R порождает И, To i и и, следовательно, 


 инъективен; но образ гомоморфизма ‘i содержит эле- 


менты @, поэтому ‘i сюръективен. Мы приходим к заключе- 


нию, что i u ‘i— изоморфизмы. При их посредстве отожде- 
ствим V с E@k, Г" с E"@Rk, а" саи Voce Е". Таким 
образом, Va (соотв. Ио) становится Q-cTpykTypoH на И 
(соотв. на И”). Сужение Ha VaxXVa канонической билиней- 
ной формы произведения V ЖИ" отождествляется с канони- 
ческой билинейной формой на ЕХ E*, чем и доказано пред- 
ложение. | 


Замечания. 2) Благодаря предложению | изучение систем 
корней можно свести к случаю, когда R=Q. Замечание | 
обеспечивает, далее, возможность сведения к системе корней 
вещественного векторного пространства Ув =То @RR. Ассо- 
циированные с этими различными системами группы Вейля 
отождествляются канонически. 

3) Так как aY порождают И", то группа W (R), рассматри- 
ваемая как подгруппа группы GL(VR), является существен- 
ной (гл. У, § 3, n°7). Кроме того, следствие теоремы! | 
гл. V, $3, n°2, показывает, что единственными отраже- 
ниями, содержащимися в W(R), будут Sy. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2. Элементы а“ образуют систему корней 
8 Vu a У—а для всех ае К. 
Согласно предложению 1, a’ удовлетворяют условию (СК )). 


Так как $, „v — автоморфизм векторного пространства У, 


о t —1 > 
наделенного системой К, то (S, „v) оставляет устойчивым 
t —1 
V Ve — 
множество R дуальных элементов QV; HO (5. „v) SV, 
а это и доказывает, что RY удовлетворяет (СКи) и что 


a’ У =а. Наконец, (aY, В) = Z, каковы бы ни были а\ = RV 
и B&R, поэтому RY удовлетворяет (CKın). 


Система корней RY называется дуальной (или обратной) 
к R. Видно, что отображение at >aY является биекцией R 
на RY, называемой канонической биекцией R на КУ. Следует, 
однако, иметь в виду, что если а, В — элементы из À, такие, 
что а--- В= А, то, вообще говоря, (a+ 8)" av + ВУ. 

Так как S,(a)==—a, то в соответствии с аксиомой (СКи) 
— R=R. Очевидно, что (— о)” ——a и —l=EA(R) (хотя 
не всегда — 1 Е М (Р)). 
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Из равенства (Sy, N) = ма вытекает, что отображе- 
ние wt+>‘u-! является изоморфизмом группы W(R) на 
группу Й (ЮУ). Отождествим обе группы при помощи этого 
изоморфизма; иначе говоря, будем считать М (R) действую- 
щей как в И, так и в ИУ”. То же самое относится к A(R). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 3. Для x, ySV положим 
(xly)= У (av, x) (a, 9). 


Тогда (х|у)— невырожденная симметрическая билинейная 
форма на У, инвариантная относительно A(R). Если x, y = Vo, 
то (x|y) = Q. Каноническое продолжение формы (x |у) на 


У» as Va © о R 
будет снова невырожденной положительной формой. 


Ясно, что (х|у) — симметрическая билинейная форма 
на V. Если gEA(R), то 


(g (x) lg (y)) = 2, (tg (av), x) Cg(aV), y) =(x1y), 


поскольку (15) (ЮУ) = RY. Если x, y = Vo, To, согласно (СК), 
(x|y)=Q. Если 2еИЬ, то (2 |2) = 2 (av, z)*>0, и ввиду 
AZ 
предложения 1 (2|2)>0 для 20, поэтому каноническое 
продолжение формы (x|y) на Ув будет положительным 
и невырожденным. Будет невырожденным и сужение (x |у) 
Ha Vg. Следовательно, форма (x|y) на У является невы- 
рожденной. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ. A. (i) Пусть X — подмножество в Ю, Их — no- 
рожденное им векторное подпространство в V, и пусть 


Ух — векторное подпространство в V*,! порожденное элемен- 
Tamu а“, где а=Х. Тогда У будет прямой суммой Vy u 


f * u 

подпространства, ортогонального к Vx, a ТИ будет прямой 
= / 

суммой Vx и подпространства, ортогонального к Ух, причем 


Fr 
Ух отождествляется с подпространством, дуальным к Vx. 
(ii) Пересечение ЮПИх является системой корней в V x, 
и каноническое биективное отображение К ПУх на дуальную 


систему отождествляется с отображением ar >ay, суженным 
на R N V x. 


Благодаря замечанию 2 можно предполагать, что Е —R. 
Отождествим V с И" при помощи симметрической билиней- 


ыы 20, 
ной формы из предложения 3. Согласно лемме 2, в — вы 
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для всех «ae À. Любое векторное подпространство в И 
является неизотропным, и предложение становится очевидным. 


СлЕДСТВИЕ. Пусть И, — векторное подпространство в И 
и V, — векторное подпространство, порожденное пересечением 
ЮПИ,. Тогда Ю ПИ, будет системой корней в Vo. 


Это непосредственно вытекает из утверждения (ii), при- 
мененного к Х = ЮПИ,. 
Для ае Ю и PER положим 


(а, BY) = п (а, В). (1) 
В частности, имеем 
nia, в) =2, (2) 
n(— a, В) =п (а, —В) = —п(о, В). (3) 
В соответствии с (СК) 
| п (а, BEZ. (4) 
По самому определению п (а, В) 
3 (a) =a —n(a, BR. (5) 
Из формулы (1) и предложения 2 следует, что 
п (а, В) = п (ВУ, av). (6) 


Пусть (x |y) — симметрическая билинейная форма на И, 
невырожденная и инвариантная относительно W (R) (пред- 
ложение 3). Тогда ввиду леммы 2 


(= (7) 


Легко видеть, что 

п (а, В) = 0% и (68, а) = 0< (а |B) = 05 и S, перестановочны. 
(8) 

Если 


(a |B) 0, то FRS = a (9) 


2. Прямая сумма систем корней 


Пусть векторное пространство V над À является прямой 
суммой семейства (И;), _‚_, векторных подпространств. Ото- 


ждествим ИУ” с прямой суммой подпространств Vi. Для 
любого i пусть К; — система корней в V;. Тогда Ю = [|] Ю;: — 


1 
система корней в V, a дуальной к ней системой будет 


RY =[J Ry’; каноническое биективное отображение R на RY 
i 
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служит продолжением, при любом i, канонической биекции К; 


на ЮГ. Система корней Ю называется прямой суммой си- 
стем R;. Пусть a= R;. Если |521, то V; содержится в ядре 
линейной формы @Y, так что $, действует тождественным 
образом вИ,; с другой стороны, ka CV;, поэтому $. оставляет 


устойчивым V;. Эти замечания показывают, что  (Ю) отож- 


r 
дествляется с [] (В). 
i=l 
Система корней К называется неприводимой, если RAG 
и -R не является прямой суммой двух непустых систем 
корней. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 5. Пусть векторное пространство У над Е 
является прямой суммой векторных подпространств V,,...,V,, 
и пусть R — система корней в У. Положим R; = R(\V;. Гогд 
следующие три условия эквивалентны: 

(i) компоненты У; устойчивы относительно W (R); 

(ii) КИ, ЦИ.0 ... UV; 

(iii) Ю; при любом i — система корней в V; и Ю — прямая 
сумма систем R.. 


(iii) = (1). Это вытекает из сказанного в начале n°. 

(i) => (ii). Предполагая V; устойчивыми относительно W (R), 
возьмем произвольный элемент а <= À и ядро Н формы ay. 
Согласно предложению 3 гл. V, $ 2, n°2, каждая компо- 
нента И; является суммой некоторого подпространства в À 
и подпространства в ka. Поэтому Г; при некотором # со- 
‚держит ka, откуда a=V,UJV,U...UV,. 

(ii) = (iii). Если условие (ii) выполнено, To Ю; порождает И; 
при любом i, следовательно, Ю; — система корней в И; 
(предложение 4). Ясно, что R будет прямой суммой систем R;. 


СледствиЕ. Пусть Ю — система корней в У. Следующие 
условия эквивалентны: 

(1) система Ю неприводима; 

(ii) W (Ю)-модуль У прост; 

(iii) W (Ю)-модуль У абсолютно прост. 


(i)&(i). Это вытекает непосредственно из предложе- 
ния 9 и теоремы Машке (гл. У, дополнение, предложение 2). 

(iii) S (ii). Достаточно применить предложение | гл. V, 
$ 2, ml. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 6. Всякая система корней Ю в V является 
прямой суммой некоторого семейства (Rj), _, неприводимых 


систем корней, однозначно определенного с точностью до 
биекции множества индекссв. 
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Существование А; доказывается индукцией OTHOCHTEJIBHO- 
Card R: если R не пусто и He неприводимо, то À — прямая. 
сумма двух систем корней R’, Ю”, таких, что Card К’ < 
< Сага ЮВ, Card К” < Card R, причем к R’ u А” применимы 
предположения индукции. Для доказательства единствен- 
ности достаточно установить, что если Ю — прямая сумма К” 
и R”, то любая система Ю; обязательно содержится BR” 
или в R”. Пусть И’, ИУ”, Vi, V7 — векторные подпростран-- 
ства в V, порожденные системами А’, Ю”, R'NR;, R’NR:. 
Так как сумма У’- И” — прямая, то и сумма Vi + V? — пря- 
мая. Но R;C R’UR”, поэтому Ю; — прямая сумма систем 
корней RNR; и Ю”П Ri, откуда R’ (1) Ri = @ или К" ПЮ; = O,. 


чем и доказано требуемое утверждение. 


Системы Ю; называются неприводимыми компонентами 
системы À. Каковы бы ни были ненулевые скаляры À;, 
объединение систем A;R; является системой корней в И, для 


e LU © —| 
которой дуальной системой будет объединение систем A; Ry, 
а группой Вейля — W (В). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 7. Пусть Ю — система корней в И, (R;) — 
семейство ее неприводимых компонент, У; — векторное под- 
пространство в У, порожденное компонентой Ю;, В — сим- 
метрическая билинейная форма, определенная в предло- 
‚ жении 3, BY — некоторая другая симметрическая билинейная 
форма на И, инвариантная относительно У (В). Тогда noo- 
пространства У ‚будут попарно ортогональны относительно В’, 
а сужения В и В’ на И; при всех i будут пропорциональны. 


Если v,=V;, 0; Е И, ij, и если шеЕМ(Ю)), то 
В’ (0, w(v;)) = В’ (9, 9}, 


откуда видно, что векторы W(v;)— Vv; и UV; ортогональны 
относительно В’. Так как подпространство И, неприводимо 
относительно W (R;), то оно порождается векторами w (V;)—v; 


и, следовательно, ортогонально подпространству И ;. 
То, что сужения В и В’ на каждое из подпространств И; 
будут пропорциональны, следует из предложения | гл. V, 
м 


$2, п 


Замечание. Выберем скалярное произведение на Vp, инва- 
риантное относительно И (В). Оно позволит нам говорить. 
о длине каждого корня и 06 угле между двумя корнями. 
Согласно предложению 7, этот угол не зависит от выбора 
скалярного произведения; то же самое верно и для отно- 
шения длин двух корней, коль скоро они принадлежат одной 
и той же неприводимой компоненте системы À. 
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3. Связи между двумя корнями 


Напомним, что впредь предполагается Е = В (мы возла- 
TaeM на читателя заботу о распространении определений 
и результатов на общий случай методом, указанным в за- 
мечании 2 n°). 

В дальнейшем R обозначает систему корней в векторном 
пространстве У, на котором определено скалярное произве- 
дение (x, у) => (х|у), инвариантное относительно W (R) (см. 
предложение 3). 

Пусть a, BER. По формуле (7) n° 1 имеем 


‚ п (а, В)п 6, a) =4с03? (а, В) <4. (10) 


Следовательно, целое число п (а, В) п (В, а) может принимать 
лишь значения 0, 1, 2, 3, 4. Принимая во внимание след- 
ствие предложения 6 из гл. V, $2, n°5, и подстрочное при- 
мечание в гл. V, $ 4, n°8, мы приходим к заключению, что 
€ точностью до перемены мест а и В имеются лишь следую- 
щие возможности: 


1) n(a, ae a) == 0; 


(a, | В) =-5- SaSg — Порядка 2; 
2) п(а, В) = п (В, a) = 1; 

GG, В) =; lal=|Bl; sus, — порядка 3; 
3) n(a, В =n(6, =— 

=; Jal=lßl; Ses, — порядка 3; 
Ase h—t, ов DR 

(4, B) =; B= id 2 all; sys, — порядка 4; 


5) n(a, В) = — 1, n(B, a) = — 

(a, В) ==; BE VT Sy — порядка 4; 
6) n(a,B)=1, 08, «) =3; 

(a, À) = +; elias SaSg — порядка 6; 
a Le 


(a, | p) = _ SaSg — порядка 6; 
8) n(a, В} = п (8, 2. a = f; 
9) n(a, В) == п (В, a) = — 2; а = — В; 
10) пе, f)= 1, aß, a)— 4; b= 2a: 


11) n(a, В) = — 1, n(B, а) = — 4; — — 24. 
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В частности, справедливо 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 8. (i) Если два корня пропорциональны, TO 
множитель пропорциональности может равняться лишь =1, 


| 
= 5, +2 

(ii) Если а, B—Oea непропорциональных корня и если 
| а ||<|8В|, то п (а, В) принимает одно из значений 0, 1, —1. 


l 
Корень a = À, для которого = GER, называется неде- 
лимым. 


ТЕОРЕМА 1. Пусть а, В — два корня. 
(i) Если п(а, В) >0, то а—Вр— корень, кроме случая 


(ii) Если п(а, В) <0, то а В — корень, кроме случая 
а = — р. 


В соответствии с приведенным выше списком в случае 
п (а, В) > 0 имеются лишь следующие возможности: 

1) п(а, В) =1; тогда а — В== 3, (а) = К; 

2) п (В, а) =1; тогда В — а= $, (В) ЕЮ и, следовательно, 
@- Den, 

>) p=. 

Тем самым доказано утверждение (i), a (ii) получается 
из него заменой В на — В. 


СлЕдствиЕ. Лусть а и В — два корня. 
(i) Если (а |В) > 0, ro a — В — корень, кроме случая а = В. 
(ii) Если (а|В)<0, то а-В-— корень, кроме случая 


— — В. 
(iii) Если a Ве Ю| {0} и a-ßBERU{N то (а&|В)=0. 
Утверждения (i) и (ii) вытекают из теоремы 1 и фор- 
мулы (7) n° 1. В свою очередь (Ш) получается при помощи 
(и (ii). 
Может случиться, что а Ве А, (а|В) =0 (табл. X; си- 
стема В.). Корни а и В называются строго ортогональными, 


если a — ВЮ {0} иа- Ве RUN. 


IIPENIOXEHHE 9. Пусть a u В— два непропорциональных 
корня. 

(i) Множество I целых рациональных чисел |, таких, 
что В-- ja — корень, является интервалом (— q, р} в Z, co- 
держащим 0. 

(ii) Пусть $ — множество корней B+ ja для j = I, Тогда 


Sg(S)=S u Sa (В + pa) =В — qa. 


a 
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(iii) Имеет место соотношение p—g=—n(ß, а). 


Ясно, что О=/. Пусть р (соотв. — 4) — наибольший (со- 
отв. наименьший) элемент из /. Если бы не все целые числа 
из интервала (—g, р) принадлежали множеству /, TO 
в (—90, р) нашлись бы два числа г, $, обладающие следую- 
щими свойствами: $ >г-+1, sel, rel, r+k&l/I для 
|< Е<$ —г— |. В обозначениях следствия теоремы | это 
давало бы (a|B—+sa) < 0, (а|В- га) 0, что невозможно, 


TIOCKOJIbK 
| : (a|B-+ sa) > (a |B -+ га). 


Утверждение (i) доказано. 

Очевидно, что $. (В- /0) —B—n(B, a)a— ja —8 + j'a 
с j ——j—nt(B, a). Поэтому s,(S)CS и, следовательно, 
S,(S)=S. Кроме Toro, получаем, что j+> — | —n(f, a) будет 
убывающим биективным отображением / на Г. В частности, 
j = —9 для j=p, так что — д = —р— п ($, а). Тем самым 
доказаны утверждения (ii) и (iii). 


Множество $ называется а-серией корней, содержащей В; 
В— ga называется началом серии, B+ ра — ее концом, 
a p + q — длиной. 

Следствие. Пусть $ — а-серия корней с началом у. Дли- 
ной $ будет — п(у, a); она равна 0, 1, 2 или 3. 

Первое утверждение вытекает из предложения 9, (iii), 
примененного к В==у, если принять во внимание, что g =). 

Далее, поскольку y не пропорционален корню a, из 
списка, приведенного в начале этого N°, видно, что | п (у, а) |<3. 
Следствие доказано. 


Замечание. Сохраним обозначения приведенного выше 
следствия. Тогда 
1) Если длина серии $ равна 0, то (al y) =0. 


2) Если длина серии $ равна |, то п (у, а) = — 1, так что 
возможны три случая: 
п (а, у) = —1, (ва) = (1%), (aly)=— > (ala), (a, ЖЕ 
п (а, у) =—2, (аа) =2 (15), (aly) =—- (ala), (a, DEE 
n(a, y)=—8, (al)=3&(yly), @lyy=—> (ala), (a, y=: 
a à x © п ы 
п \3 п 4 27 6 
3 2 3 
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3) Если длина dar S равна 2, то n(y, a) = — 2, откуда 
n (0, у) = — hs (al = (у 15), (a |y) = — (ala), (a, y=: 
. | a 
x 
LA LT 
444 
Y + < yt2a 
4) Если длина серии $ равна 3, то п (у, а) = — 3, откуда 
| 3 ae 5 
n(o, )=—1, (@la)=s(yly), @h)=— Flo), (a =: 
© 
er > 
Jf 3\ 8 


Мы убеждаемся (табл. X, системы Ay, В., Go), что все эти 
случаи действительно реализуются. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 10. Пусть а, В— два непропорциональных 
корня, такие, что В+ а тоже будет корнем. Пусть р, q — 
целые числа из предложения 9. Тогда 


(B+alB+a) _ 9-1 
(BIP) Zu 


Пусть $ — a-cepus, содержащая В, и y— ее начало; ee 
длина [ будет >|, поскольку f + а — корень. Можно выде- 
лить следующие случаи: 


1) [=1; тогда В=у, g=0, р=1, Bei TR 
2) 1=2, B=y; тогда 4=0, р=2, (В Е а В+ а) = RIP); 
3) 1=2, В = у-а; тогда д = 1, р== 1, (В-а |В-а) =2 (В |P); 
4) 1—3 By; тогда 1-0, p—3, (B+alB+ а) = (818); 


5) [=3, В=у- а; тогда q = 1, p—2, (B+alB+a) = (ВВ); 

6) /=3, В = y+2a; тогда g = 2, р=1, (В-На |В-На) = 3 (В |B). 

Во всех этих случаях нужная нам формула подтвер- 
ждается. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 11. Предположим, что система R непри- 
водима. Пусть а u В— два корня, такие, что |а|==|В]. 
Тогда найдется элемент g=EW(R), для которого & (а) =В. 


Образы корня a относительно W(R) порождают V (n°2, 
следствие предложения 5), поэтому существует g = W(R), 
для которого (g(a)|ß) == 0. Можно, таким образом, предпо- 
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лагать в дальнейшем, что (а |В) == 0. Согласно формуле (9) 
n° 1, п (а, В) = (В, а). Заменяя в случае необходимости В на 
$в (В) = —В, можно считать n (a, В) > 0. Тогда в соответствии 
CO списком, приведенным в начале этого n°, будет либо а = В 
{когда предложение очевидно), либо п (а, В) = п (8, а) =1[; 
в последнем случае 


(баб 88 a) (B) — SaSg (В — 0) = Sq (—B—a-+ В) =a. 


4, Приведенные системы корней 


Система корней называется приведенной, если любой 
корень системы неделим (n°3). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 12. Предположим, что Ю — неприводимая 
и приведенная система корней. | 
(1) Отношение ath для a=R, BER может принимать 
1 
только значения 1, 2, 5, 3, >. 


(ii) Множество значений (al а) для a = R состоит ne более 
чем из двух элементов. 


Поскольку система Ю неприводима, образы любого корня 
относительно W(R) порождают V (n°2, следствие предложе- 
ния 9). Поэтому, каковы бы ни были корни a, В, найдется 
корень В’, такой, что (а|В’) 0 и (B 187) = RIP). B соответ- 


ствии с формулой (9) n°1 и списком из n°3, о PU 


is | | 
мает одно из значений |, 2, = 3, = (напомним, что CH- 


стема предполагается приведенной). Умножая (x|y) на под- 
ходящий скаляр, можно предполагать, что (ala)—1 для 
некоторых корней и что другими возможными значениями 
BIP) для BER будут 2 и 3. Значения 2 и 3 не могут до- 
стигаться оба, поскольку тогда существовали бы В <= К, YER, 


для которых ur, в противоречии с тем, что было 


сказано выше. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 13. Предположим, что система В — непри- 
водимая, неприведенная и ранга >2. 

(i) Множество Ry неделимых корней является системой 
корней в И; эта система — неприводимая и приведенная, 
причем W (Ro) =И (Ю). 

_ (ii) Пусть A— множество корней a, для которых (ala) 
принимает наименьшее значение À. Тогда любые два непро- 
порциональных элемента из А будут ортогональны. 
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(iii) Пусть В — множество корней В & К, таких, что (В |В)== 
— 21. Тогда BAO, КЮ = AUB, R=AUBU2A. 


Если a @ R— Ro, то za ER, Ho 5 (> a) ER (предложе- 


| | 
ние 8), поэтому Tue Ro. Отсюда следует, что Ro удовлетво- 


ряет условию (СК\). Ясно, далее, что $, ‚у (Ry) =R, для лю- 
бого а = К, поэтому Ry удовлетворяет условиям (СКи) и (СКиу. 


Так как а= К — Ro влечет зас Ro, а Sa=Sa2, то № (В) = 


—=W (R,). Следовательно, система R,— неприводимая (след- 
ствие предложения 5) и, очевидно, приведенная. 

Поскольку R не является приведенной, существует корень 
а = Ro, такой, что 2а = Ю. Поскольку система Ю — неприво- 
димая, а dimV 2, невозможно, чтобы корень а был про- 
порционален или ортогонален всякому корню. Пусть корень 
BER, таков, что п(В, a) == 0, причем В не пропорционален 
корню a. Заменяя в случае необходимости В на —В, можно 


считать n(ß, а) >0. Так как 5- п (В, а) =п (В, 2а) =Z, то 


п (8, а) = 27. Из списка в n°3 видно, что n(ß, а) — 2, 
(В|В) =2 (“а | а). Ввиду приведенности Ю применимо предло- 
жение 12, показывающее, что (у |у)= (а |а) или (у | у)=2 (ala) 
для всех уе Ro. Предыдущие рассуждения показывают, что 


при любом y= R— Ry вектор У будет элементом из Ro, 


таким, что (+ v|> у) =(ala). Следовательно, A=(ala), 


BAO, R=AUBu RCAUBU 2A. С другой стороны, если 
y <A, то найдется с = (Ю), для которого у == g(a) (пред- 
ложение 11), откуда 2y = с (2а,) ER. Следовательно, ЗА < Ю 
и R=AUBU2A. Наконец, пусть, у, Y  — два непропорцио- 
нальных элемента из А. Поскольку y и y’ одной и той же 
длины, имеем 


п (2у, у’) =2и (у, у’) =4п (у, 2%’) Е 4Ё и |1п(у, У’) |< 1, 


откуда п (у, у’) =0 и (y|y)—=0. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 14. Предположим, что система R — nenpu- 
водимая и приведенная и что (ala) принимает значения À 
и 2h для a = R. Пусть А — множество корней a, таких, что 
(а [а) =^. Предположим, далее, что любые два непропорцио- 
нальных элемента из А ортогональны. Тогда К = RU2A 
является неприведенной неприводимой системой корней, 
а К — множеством неделимых корней в Rj. 


190 ГЛ. VI. СИСТЕМЫ КОРНЕЙ 5 


Очевидно, что К, удовлетворяет условиям (СК!) и (CKı)). 
Докажем, что (а\, В) = для всех а, BE R,. Это очевидно, 
если а, BER. Утверждение верно и в случае a, PE 24, 


поскольку (2а)” = 5 aY для a = À. Возьмем, наконец, BER 
и а=2у с VE À. 
IF Вели y= ЕВ, 160 <a", = > Wy, y=Htl. 


2) Если у не пропорционален корню В и если BE À, TO 
в соответствии с условиями, определяющими А, (yY, В) =0, 
откуда (а\, В) = 0. 

3) Если B = R — À, то (ВВ) = 20 =2(у|у), поэтому (В, yY) 
равно либо 0, либо 2, либо —2 в соответствии со списком 


из n°3. Следовательно, и (В, av) = (в, уу) = 7. 


Таким образом, R, — система корней в И. Остальные 
утверждения очевидны. 


5. Камеры и базисы системы корней 


При любом a=R пусть Ly — гиперплоскость простран- 
ства V, состоящая из точек, инвариантных относительно Sy. 
Камеры, определенные в И множеством гиперплоскостей Ly 
(гл. 5, $ 1, n°3), называются камерами системы R. Биек- 
тивное отображение И->И", определенное скалярным про- 

2a" 
изведением (x|y), переводит a= À в Ta" lav) и, следова- 
| a a 
тельно, L, в L,v, а камеры системы R в камеры дуальной 
системы ЮУ. Если С — камера системы R, то соответствую- 
V 
щая камера системы RY будет обозначаться символом С’. 


Согласно предложению 7 n°2, CY однозначно определяется 
камерой С и не зависит от выбора (х |1). 


ТЕОРЕМА 2. (1) Группа W(R) действует на множестве 
камер просто транзитивным образом. 

(1) Пусть С — камера. Тогда С будет фундаментальной 
областью для W (Ю). 


(iii) С является открытым симплициальным конусом 
ira. ¥, SL. 

(iv) Пусть L,, Lo, ..., Ly—crenku камеры С. Для’ ato- 
6020 i существует единственный неделимый корень а, такой, 
что L;—=L,, причем a; будет с той же стороны от L;, что 
и С. 
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(у) Множество В (С) = {6, ..., aj} является базисом про- 
странства V. 

(vi) С совпадает с множеством тех xEV, для которых 
(a), x) > 0 при всех 1 (или, что равносильно, с множеством 
x=V, таких, что (x|a;) > 0 при всех i). 

(vii) Пусть $ — множество отражений S,,. Пара (W (В), $) 
является системой Кокстера (гл. IV, $ 1, n°3). 

Утверждения (i) и (vii) следуют из теоремы 1 гл. У, $ 3, 
n°2, а утверждение (ii) — из теоремы 2 гл. У, $ 3, n°3. Yr- 
верждение (iv) очевидно. Корень а; ортогонален к гиперпло- 
скости L,, а ау отождествляется с 24, il (2; |). Так как группа 
W (R) существенна (n°l, замечание 3, то утверждения (iii), 
(v) и (vi) вытекают из предложения 7 гл. У, $ 3, n°9. 


Замечания. 1) Утверждение (vii) показывает, в частности, 
что W(R) порождается отражениями Sy 


2) Если x, yecC, то (x] y) > 0 (гл. 2 $ 3, n°5, лемма 6); 


другими словами, угол (x, | y) острый. 

3) Пусть m (a, В) — порядок элемента 5,84 (a, B= B(C)). 
Матрица (m(a, В)) совпадает с матрицей Кокстера (гл. IV; 
$ 1, n°9) системы (Я, 5). Если а. В, то, как показывает 
предложение 3 гл. У, $ 3, n° 4, угол (a, В) равен any ee 
так что этот угол тупой или прямой, и (а [В) <0. Просма- 


тривая список из n°3, мы видим, что порядок M (а, В) равен 
2, 3, 4 или 6. 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Подмножество В системы корней R на- 
зывается базисом в К, если существует камера С системы КЮ, 
такая, что В = В (С). Если С — камера, то В(С) называется 
базисом системы R, определенным посредством С. 


Замечания. 4) Утверждение (vi) теоремы 2 показывает, 
что Cr В (С) является биективным отображением множества 
камер на множество базисов. Следовательно, W (Ю) действует 
просто транзитивно на множестве базисов. 

5) Пусть С — камера системы R и В — соответствующий 


базис. PE ae В, то положим (a) —av при Z2aER u 
_Ф (а) = + av в случае 20@R. Тогда ф(В) будет базисом 


дуальной системы ar. определенным посредством С’: это 
следует из того, что стенками камеры CY будут L,v, где ae В. 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3. Пусть В — базис системы R. Матрицей 
Картана системы R (относительно В) называется матрица 


{п (a, Ba. BEB 
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Мы знаем, что na, а) =2 для всех «= B. Для а, BEB 
имеем 
Ha, 8) = 2 — 9 Hall jg m 
nos В) — 2- Gig) 2 TN °° males D‘ «un 
где, как и прежде, m(a, В) — порядок элемента SaSg- Если 
а == В, то п (а, В) =0, —1, —2, —3 (см. n°3). 
Замечания. 6) Не следует смешивать матрицу Картана 
(п (а, В)) с матрицей Кокстера (т (а, В)). Отметим вдобавок, 
что матрица Картана не обязана быть симметрической. 
7) Канонические индексации. Если В и В’ — два базиса 
системы À, то существует единственный элемент we VW, 
такой, что & (В) = В’. По определению, 


п (м (а), и (В)) =п(а, В) и m(w(a), w (B)) = т(а, В) 


для а, Ве В. Следовательно, матрицы Картана и Кокстера, 
ассоциированные с В, получаются из соответствующих ма- 
триц, ассоциированных с В’, композицией с биективным 
отображением 

at > w (a) 
В на В’. 

Впрочем можно определить матрицы Картана и Кок- 
стера канонически следующим образом. Пусть X — MHo- 
жество пар (В, a), где В — базис системы К иа= = В. Группа W 
действует очевидным образом Ha X, и ее орбита в À пере- 
секает каждое из множеств {В} ЖВ в точности в одной 
точке. Если, таким образом, [ — множество указанных орбит, 
то каждый базис В допускает каноническую индексацию 
(a;), 7, Далее, существует. единственная матрица N = (n;;) 
(соотв. M—(m;;)) Tuna 1 X 1, такая, что матрица Картана 
(соотв. Кокстера), ассоциированная с произвольным базисом В, 
будет получаться из N (соотв. М) композицией с канони- 
ческой индексацией В; будем называть эту матрицу кано- 
нической матрицей Картана (соотв. Кокстера) системы К. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 15. Пусть В — базис системы Ru a— не- 
делимый корень. Существуют ВЕВ и ше У (КЮ), такие, что 
a= (В). 

Допустим, что базис В = В (С) определяется камерой С. 
Гиперплоскость [. является стенкой некоторой камеры С’ 
системы À, и существует элемент группы W(R), переводя- 
щий С’в С. Можно, следовательно, ограничиться случаем, 
когда [. — стенка камеры С. Тогда а пропорционален неко- 
торому элементу В из В. Tak как а и В неделимы, TO a= 
— +f. Если а= —В, то а=5, (В), что и доказывает пред- 
ложение. 
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Следствие. Пусть R, и Ru — две приведенные системы 
корней в векторных пространствах Г и V,, a В и В. — их 
базисы. Пусть, далее, |: В, > В. — биективное отображение, 
переводящее матрицу Картана системы Ю в матрицу Kap- 
тана системы Ry. Тогда существует изоморфизм Е: У, >Г., 
переводящий R, в R, u a 8 f(a) для всякого a & В.. 


Пусть ГР — изоморфизм И, на Vo, который переводит a 
в /(a) для всякого a@B,. Тогда F переводит sa В $+(а) 
и, следовательно, W(R,) в W(R,) (теорема 2), а значит, Ю, 
в À, (предложение 15). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 16. Пусть В — базис системы R и G — nod- 
группа в A(R), состоящая из элементов, которые оставляют В 
устойчивым. Тогда И (К) — нормальная подгруппа в A(R) u 
группа A(R) — полупрямое произведение своих подгрупп G 


и W (R). 


Если а>е Ю и Ё=А(ВЮ), то 50 '=$на) поскольку W (R) 
порождена всеми отражениями Sy, ясно, что W(R) — нор- 
мальная подгруппа в A(R). С помощью перенесения стру- 
ктуры А(Ю) переводит один базис системы À в некоторый 
другой базис той же системы. Но W(R) действует просто 
транзитивным образом на множестве базисов, поэтому про- 
извольный элемент из A(R) однозначно записывается в виде 
Liga, где g, ]=W(R) и в. EG. 

Замечание 8). Пусть Ri, ..., Rp — системы корней в век- 
торных пространствах V,,..., V,, Ю — прямая сумма К; 


В и = ЦИ, С; — камера системы R;, В; = B(C;). Очевидно, 
что С= |] С; будет камерой системы R и что B(C)=U B:. 
é i 


Как следует из теоремы 2, все камеры и базисы системы R 
получаются указанным способом. 


6. Положительные корни 


Пусть С — камера системы R, a B(C)=fa,, ..., a} — co- 
ответствующий базис. Отношением порядка, определенным 
камерой С BV (соотв. И”), называется согласованное со струк- 
турой векторного пространства на У (соотв. ИУ”) отношение по- 
рядка, при котором элементами 20 будут линейные комбина- 


ции корней а; (соотв. a) с коэффициентами >0. Элемент, 
положительный относительно одного из указанных отношений 
порядка, называется еще положительным относительно С или 
положительным относительно базиса В(С). Эти отношения 


порядка будут также определяться дуальной камерой CŸ, что 


7 Зак. 61. H. Бурбаки 
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вполне понятно, если отождествить И с И" при помощи скаляр- 
ного произведения, инвариантного относительно  (Ю). По тео- 
peme 2 п°5 элемент изИ” будет >> 0 тогда и только тогда, когда 
его значения на С будут >20. Элемент x пространства У 


будет >0 тогда и только тогда, когда его значения на CY 
будут >0, или, что то же самое, когда (х|у) 0 для всех 
yec. 

Элементы из С будут +0 относительно С, как это сле- 
дует из леммы 6 гл. У, $ 3, n°5. Но, вообще говоря, мно- 
жество элементов, которые >0 относительно С, отлично от С 
(табл. X, системы Ay, Bo, Go). 


ТЕОРЕМА 3. Любой корень является линейной комбина- 
цией с целыми коэффициентами одного и того же знака 
элементов базиса В(С). В частности, любой корень либо 
положителен, либо отрицателен относительно С. 


Ядро L,v элемента a@R не пересекает СУ, поэтому а 


на СУ будет либо > 0, либо всюду <0, откуда и следует 
второе утверждение. Остается доказать, что а содержится 
в подгруппе PCV, порожденной множеством В(С); при 
этом а можно предполагать неделимым. Но группа Р, оче- 
видно, устойчива относительно $, при всех y=B(C), а по 
теореме 2 она должна быть устойчивой и относительно W (R). 
Так как а имеет вид wel), где weW(R) и ВЕВ (С) 
(предложение 15), то a&P. Тем самым теорема доказана. 


Обозначим символом КЮ, (С) множество положительных 
относительно С корней. Таким образом, 


К = Ю. (С) Ц(— R;(C)) 
— разбиение системы К. | 


Следствие. Пусть у — линейная комбинация корней с ye- 
лыми коэффициентами и а — неделимый корень. Если у про- 
порциональна корню a, то у = Za. 

Ввиду предложения 15 n°5 можно выбрать такую Ka- 
меру С, что а <= В(С). По теореме 3 имеем 

y= » np Е пей. 
B= B(C) 
Если теперь комбинация Y пропорциональна a, TO Y=—=N,G, 
чем и доказано следствие. 

Пусть, далее, $ — множество отражений $. для a = B(C), 
и пусть 7 — объединение множеств, сопряженных с $ в W. 
При произвольных ae B(C) и ше элемент t=ws,w! 
будет ортогональным отражением Sp, ассоциированным 


с корнем В= (а); обратно, каков бы ни был неделимый 
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корень В, найдется элемент w =, такой, что а = ш-! (В) = 
= В(С) (предложение 15), и ,—=ws,w"!=T. В результате 
мы получаем биективное отображение ф множества недели- 
мых корней на произведение {+1} X Т, сопоставляя недели- 
мому корню В пару (e, Sg), где в = +1, если корень В поло- 
жительный, и = —|, если он отрицательный. 

С другой стороны, (№, $) является системой Кокстера 
(теорема 2) и к ней можно применить результаты гл. IV, 
$ 1, n°4. Мы видим в данном случае, что для любого эле- 
мента и = длины 4 (относительно $) BT существует под- 
множество Т„ из 4 элементов, такое, что если W=S,... Sy 
с $; ЕЗ и если положить 


rh ры. Sp Sie me в 


(для 1<i< 9), To Ty=—{t,,..., tj} Напомним, что в n°4 
Ss | ra. IV определено также число n(w, fé) (для weW и 
t=T), равное +1, если t&T, и —1, если {= Т. Напомним, 
наконец, что если определить Е rss U,, множества 
{+ ХТ в себя формулой 


О (в, D = (ет (ю-', 9, wtw™'), 


то отображение wt > И. будет гомоморфизмом W в группу 
перестановок множества {=1} KT ina. IV,S 1, n°4, лемма 1). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 17. Пусть wEW иае Ю, где R—npuee- 
денная система. 

(i) Сираведливо равенство p(w (a)) = U, (ф (а)). 

(11) Предположим, что а — положительный корень. Корень 
w (a) будет отрицательным тогда и только тогда, когда 


1(®-', Sa) = —1 


или, другими словами, когда $, ЕТ. - 
Е w 


(iii) n(w, s,)==—1 в том и только том случае, когда Ka- 
меры С и w(C) находятся по разные стороны OT гиперпло- 
скости L,. Другими словами, множество Ty состоит из OT- 
ражений относительно стенок, разделяющих С и w (С). 


Пусть BE В(С); положим s=s,. Очевидно, что Го} 
и, следовательно, 


Us(e, =| 


ic, sis"), ccm 58, 


(— =, $), если t=s. Г. 


уе 
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Ay o 
Далее, пусть р = 2: ny (0) у — положительный корень. 
ye B(C) 


s()= 2 n,(s(p)) v- 
Ve B(C) 


Положим 


Если 9 В, то найдется элемент y = B(C), у = В, такой, что 
п, (0) > 0. Тогда и п, ($ (6)) =п. (0) > 0 (n°1, формула (5)). 
Следовательно, $(0) — положительный корень. Сразу же 
получаем 

(e, 55,$_'), если р эВ, 


(— €, $), если p=Bß. 


ip (s (= - 0)) =| (13) 


Сравнение (12) с (13) показывает тогда, что И, (p(y)) = ($ (y)) 


для любого корня y и любого $ =5. Отсюда получается (i), 
поскольку S порождает И. 

С другой стороны, сказать, что & (а) отрицателен, экви- 
валентно тому, чтобы сказать, что 1 (м (а)) = (—1, ws,w-'), 
или же ввиду (i) что И, (ф (а)) =(—1, ws,w'). Если, кроме 
того, &— положительный корень, TO (а) = (+1, $) и 
(  (» (a)) =(n(w-!, 54), ws,w~'), откуда вытекает (ii). 

Наконец, согласно (ii), n(w, $.) = —1 в том и только том 
случае, когда один из корней а, w (а) положительный, 
а другой отрицательный. Это равносильно TOMY, что 
(a|x) - (и! (а)|х) = (а|х) : (аш (x)) <0 для всех x EC, откуда 
следует первое утверждение в (iii), Второе утверждение 
в (111) получается непосредственно. 


СледствиЕ 1. Пусть BE В(С). Отражение s, переставляет 
между собой положительные корни, не пропорциональные В. 
Тотчас же получается сведение к случаю, когда À — при- 


введенная система, а тогда наше утверждение следует из (ii) 
и из того, что Туз = {$5} 


Следствие 2. Предположим, что система Ю — приведен- 
ная. Пусть w— элемент из W длины g относительно $ 


(гл. IV, $ 1, n°1) u w—s, ...s,— некоторое его приведен- 
ное разложение. Пусть, далее, в, ..., а, — элементы из В (С), 
соответствующие отражениям $1, ..., Sg. Положим 

0; = S,S,-; eee $141 (oi), j= I, eeey q. 


Корни 0; все >0 и попарно различны, причем w (6;) <0, 
и всякий корень а > 0, для которого w (a) < 0, равен одному 
из 0;. 
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Пусть À — множество корней a> 0, таких, что w (а) < 0. 
В соответствии с (ii) имеем 


Card (Х) = Card (Т„-1)=1(®7') =1(w) =. 


С другой стороны, для любого аеХ найдется индекс 
[= (1, 9}, такой, что 


Sr <=. DE @ Зы... ШО 


По следствию | это влечет s;,, ... 5. (4) —@;, откуда 
а —=0;. Таким образом, множество À содержится в множе- 
стве корней 0;. Так как Сага (Х) =4, то X совпадает с этим 


множеством, а 0; обязаны быть попарчо различными, что и 
требовалось установить. 


СЛЕДСТВИЕ 3. Предположим, что система R — приведен- 
ная. В № существует единственный элемент Wy наибольшей 
длины. Его длина равна числу положительных корчей; эле- 
мент w, переводит камеру Св —С. Далее, в; =1 и l(ww,)— 


—/(w,) — [(w) для всех w ЕЯ. 


Ясно, что —С — камера. Найдется поэтому единствен- 
ный элемент w, = W, переводящий С в — С. Тогда w,(a) <0 
для всякого положительного корня a, и первые два утвер- 
ждения следствия 3 непосредственно вытекают из следствия 2. 
Далее, шо (С) =С, откуда шт =1. Наконец, если w=W, то 


длина I(w) (соответственно /(ww,)) равна ввиду предложз- 
ния 17 (iii) числу стенок, разделяющих С и w(C) (соотв. 
WW)(C) = — w(C)). Так как w(C) и —w(C) находятся по 
разные стороны от какой бы то ни было стенки, то сумма 
1(®) + I(ww,) равна общему числу стенок, т. е. длине (wo). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 18. Лусть x GV. Гри следующих свойства 
эквивалентны: 


Miet, 
(1) х> $. (х) для всех a = В(С) (в смысле отношения по- 


рядка, определенного посредством С). 
(iii) xZw(x) для всех WEW. 


Поскольку S,(x) =x — (x, aY)a, a С является множеством 
элементов хЕЙ, таких, что (x, aY)>0 для всех a = В (С), 
эквивалентность утверждений (1) и (1) очевидна. С другой 
стороны, ясно, что (iii) (ii). Покажем, что (i) (iii). Пусть 
xeC, и пусть we W. Проведем индукцию по длине l(w) 
элемента w. Случай /(w)=0 тривиален. Если !(w) > 1, To w 
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можно записать в виде w= ws, roe aæB(C) и [(&’) = 
== {(w) — 1. Тогда 


х— w(x) = x — w’ (x) + w’ (x — Ss, (x)). 


Из предположения индукции следует, что элемент x — w’ (x) 
положительный. С другой стороны, 


w’ (x — Sa (x)) = (Sq (x) — x) = — (x, av) w (a). 


Но $. ЕТ,-, и предложение 17, (ii) гарантирует нам, что 
w (а) < 0. Это дает нужный результат. 


СЛЕДСТВИЕ. Для того чтобы хеС, необходимо и доста- 
точно, чтобы было x > W(x) для всех неединичных элемен- 
тов Ш ЕЙ. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 19. Пусть (Bi), < er — последовательность 


корней, положительных относительно некоторой камеры С u 
таких, что В +В... В, — корень. Тогда существует 
такая перестановка пл = Sy, что Вии) + Вл» + --- + Bu бидет 


корнем для всех ie {1, 2, ..., п}. 


Учитывая, что предложение очевидно при N <2, рассуждаем 
по Е относительно ий. Положим B—=$, + ... +B.- 


Имеем 2 (B|B;) = (BIB) > 0, поэтому найдется индекс Rk, для 
=} 


которого (BIB:) > 0. Если В==Вь, то 2=1, поскольку В: > 0 
для всех i. Если же это не так, то В — в, является корнем 
(n° 3, следствие теоремы 1); в таком случае достаточно при- 


менить к В— В, = >, В; предположение индукции. 
ik 


СЛЕДСТВИЕ 1. Пусть a&R,(C). Для того чтобы age B(C), 
необходимо и достаточно, чтобы корень а был суммой двух 
положительных корней. 


Если а — сумма двух положительных корней, то по тео- 
реме 3 az В (С). Если a B(C), то снова по теореме 3 
п 
а = УВ, с Ве В(С) для всех Ё u n>°2. Переставляя Bz, 
k=l 
#1 


можно добиться того, что »В, будет корнем (предложе- 
k=! 


ние 19) и, следовательно, а будет суммой положительных 
n—! 


корней УВ и Вы. 
k=! 


СледствиЕ 2. Пусть ф — отображение R в коммутативную. 
группу Г, обладающее следующими свойствами: 
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1) p(—a)=— g(a) для a = В; 

2) если а= Ю, BER таковы, что а | Ве Ю, то ф (а-Е В) = 
= (а) + p (8). 
Пусть Q — подгруппа в У, порожденная системой Ю. Тогда 
@ можно продолжить до гомоморфизма Q в Г. 


Пусть В — какой-нибудь базис системы À, и пусть 
ap — единственный гомоморфизм Q в Г, совпадающий с @ 
на В. Достаточно доказать, что 1 (а) = (a) для любого 
корня а, положительного относительно В. Имеем a= 
—=В + ... В; с ВеЕВ для всехри В +... ЕВ, =РК для 
любого A (предложение 19). Индукцией по т докажем, что 
р (а) =ф (9). Это очевидно, если т=|. Предположение 
индукции дает 


р (В, + ... + Bn—1) = @ (Bi + ... “Bet 


и d(B,)—®(B.), откуда p(a)—q(a), чем и доказано след- 
ствие. 


Для любого корня a= > nab системы К обозначим 
ВеВ(С) 


через Y(a) множество тех Ве B(C), для которых ne Æ 0. 
Заметим, далее, что B(C) отождествляется со множеством 
вершин графа системы Кокстера, ‘состоящей из W(R) и 


образующих Sa, tre, TV, § L, n°9, u rz. \ $ 3, n°2). 


СЛЕДСТВИЕ 3. а) Пусть a Ю. Тогда Y(a) является связ- 
ным подмножеством в В(С) (гл. IV, Дополнение). 
6) Пусть У — непустое связное подмножество в B(C). 


Тогда » В принадлежит R. 
B=Y 


При доказательстве а) можно предполагать а положи- 
тельным. Утверждение тривиально, если Card (У (а)) = 1, 
поэтому далее рассуждаем по индукции относительно 
Сага (У (а)). Ввиду предложения 19 существует В == В (С), для 
которого а —Ве= À. Пусть р — наибольшее целое число > 0, 
для которого у = а— рВ = КЮ. Так как у—В 62 КЮ, а у|-рВ= К, 
то (y|B) 40 (предложение 9); следовательно, В соединено 
по крайней мере с одним элементом множества У (у). Ho 
У (a) =У (у) 0 {8} к Y (y) связно по предположению индукции. 
Поэтому У (a) связно, чем и доказано а). 

Пусть теперь У — непустое связное подмножество в В (С); 


докажем индукцией по Сага (У), что à В — корень. Случай, 
ey 
когда Сага (У) < 1, тривиален. Предположим, что Card(Y)>2. 


Так как (W (В), $) — лес (гл. V, $4, n°8, предложение 8), то 
У — дерево, обладающее концевой вершиной В (гл. ПУ, До- 
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полнение). Множество У — {В} связно, и его элементы CO- 

единены CB. По предположению индукции a= D) yER, 
yeY—{B} 

и так как (а |В) <0, To имеем а {Ве Л (теорема |). Ч.Т. Д. 


7. Замкнутые множества корней 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 4. Пусть Р — подмножество в R. 

(i) Р называется замкнутым, если условия а ЕР, ВЕР, 
а - В= ^ влекут а ВЕР. 

(ii) Р называется параболическим, если Р замкнуто и 
PU(—P)=R. 


(iii) Р называется симметричным, если P= — P. 


JIEMMA 3. Пусть С — камера системы R и P — замкнутое 
подмножество в R, содержащее Ю, (С) (обозначения n°6). 
Пусть, ‚ далее, 2=B(C)N(—-P) и Q— множество корней, 
записываемых в виде линейных комбинаций с целыми коэф- 
фициентами <0 элементов из У. Тогда P= R,(C)UQ. 


Нужно доказать, что РП (— Ю. (С)) =0. Пусть —ае 0. 
Тогда a будет суммой п элементов из 2. Индукцией по n 
убедимся в TOM, что —аеР. Это очевидно, если n=l. 
При n> 1, пользуясь предложением 19, n°6, можно записать 
а =В у, где уе» и В— сумма n— | элементов из У. 
По предположению индукции —BEP; так как —yePu 
Р замкнуто, то и —aeP. Поэтому Ос РП(-Ю, (С). 
Обратно, пусть —a ]© PU (—Ю. (С)). Тогда а — сумма р эле- 
ментов из В (С). Индукцией по р убедимся в том, что —a = Q. 
Это очевидно при р=1|, а при p > 1, пользуясь предложе- 
нием 19, можно записать a =В-- у, ге y = В (С) иВ — корень, 
являющийся суммой p— 1 элементов из В(С). Так как 
—y=ß-+(-a) u Р замкнуто, то —y=P и, следовательно, 
ye. С другой стороны, —В=у-{+ (— а), следовательно, 
—$ & P, поскольку Р замкнуто. По предположению индукции 
—В== Q, поэтому —a = —В — уе О, так что РП (—Ю. (С)) < О. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 20. Пусть Р — подмножество в Ю. Следую- 
щие условия эквивалентны: 

(i) P параболично; 

(ii) Р замкнуто, и PDR,(C) для некоторой камеры С 
системы Ю; 

(iii) существуют камера С системы R и подмножество 
x<B(C), такие, что Р будет объединением Ю. (С) u мно- 
жества © корней, являющихся линейными комбинациями 
с целыми коэффициентами <0 элементов из %. 


(ii) = (iii). По лемме 3. 
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(11) =(0. Примем условия и обозначения условия (iii). 
Ясно, что PU(—P)=R. Пусть a, В — элементы из P, для 
которых a+BER; докажем, что а-|-Ве=Р. Это очевидно, 
если корень a + В положительный. Предполагая теперь a -- В 


отрицательным, мы запишем a + В == > n,ycen,s0. Ho 
veB(C) 


в a и В коэффициент при любом элементе y= B(C)—X 
будет +0; если, следовательно, YyEB(C)—2%, то п. = 0, 
откуда а ВЕС Р. | 
(i) = (ii). Предполагая множество Р параболическим, вы- 
берем камеру С, для которой Сага (Р [| Ю. (С)) принимает 
наибольшее возможное значение. Пусть a = В (С) и a&P, 
так что —a = P. Никакой элемент BEPNR,(C) не пропор- 
ционален a (ибо из В = 2a в силу замкнутости Р следовало бы 
а — 2а + (—а) = P). Поэтому $3 (В) = Ю. (С) (n°6, следствие | 
предложения 17). Стало быть, положив C’=s,(C), полу- 
чаем В = $. (5 (В)) = $. (Ю. (С)) = Ю. (С”). Таким образом, 
PNR,(C)EPNR,(C). Кроме того, —а = $3 (а) Е $. (Ю+ (С))= 
=R,(C’); следовательно, —а = РПРЮ. (С’) и поэтому 
Card (Pf R, (C’)) > Сага (РП В. (С)). Так как это исключено, 
то a=P, т.е. B(C)CP и, значит, R,(C)CP согласно 
предложению 19 и тому факту, что Р замкнуто. 


СлЕДСТВИЕ 1. Пусть Р — подмножество в Ю. Следующие 
условия эквивалентны: 

(i) существует камера С, для которой P=R,(C); 

(ii) Р замкнуто, и {P, —P} есть разбиение системы КЮ. 
При этом камера С, для которой Р=Ю. (С), единственна. 


(i) = (1). По теореме 3 (n°6). 

(1) (1. Это следствие импликации (1) (ii) предложе- 
ния 20. | 

Если Р=Ю. (С), то CY — это множество таких элементов 
хе”, что (X, x) > 0 для всех хеЕР, откуда и вытекает 
единственность С. 


СледствиЕ 2. Предположим, что У снабжено такой струк- 
турой упорядоченного векторного пространства, что всякий 
элемент из Ю будет положительным или отрицательным. 
Пусть Р — множество корней, положительных относительно 
этой структуры. Тогда существует, и притом единственная, 
камера С системы R, для которой Р=В. (С). 


В самом деле, Р удовлетворяет условию (ii) следствия 1. 


Это следствие применимо, в частности, тогда, когда рас- 
сматриваемый порядок — совершенный; условие на R будет 
тогда выполняться автоматически. Напомним, что можно 
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получить пример такого порядка, выбрав какой-нибудь 
базис (е;) L,-, ВУ и взяв на У лексикографический порядок: 


x = У Ее, >20, если все £; =0, или же ЕЁ; > 0 для наимень- 
t 
шего индекса i, такого, что &; ~ 0. 


СЛЕДСТВИЕ 3. Лля того чтобы подмножество В системы R 
было базисом в R, необходимо и достаточно, чтобы выпол- 
нялись следующие условия: 

(1) элементы множества В линейно независимы; 

(ii) любой корень из Ю записывается в виде линейной 
комбинации элементов из В с коэффициентами, которые все 
> 0 или все < 0; 

(iii) все корни из В неделимы. 


Уже известно, что эти условия необходимы (n°5, тео- 
рема 2, и n°6, теорема 3). Предположим теперь, что усло- 
вия (i), (ii), (iii) выполняются. Пусть Р — множество корней, 
которые являются линейными комбинациями с коэффициен- 
тами 2—0 элементов из В. Поскольку Р удовлетворяет 
условию (ii) следствия |, существует камера С, для которой 
Р=Ю. (С); пусть В’= В(С), и пусть X и X’ — выпуклые 
конусы, порожденные множествами В и В’. Очевидно, 


Boren. я пере. 


а это означает, что как Х, так и Х” порождаются множе- 
ством Р и, следовательно, совпадают. Но полупрямые, поро- 
жденные элементами из В (соотв. В”), будут экстремаль- 
ными образующими конуса À (соотв. X’); так как такая 
полупрямая содержит не более одного неделимого корня, TO 
ПЕ 


СЛЕДСТВИЕ 4. Пусть В — базис системы R, В’ — подмно- 
жество в В, V’ — векторное подпространство в V, порожден- 
ное В’, и R’=RfV’ Тогда В’ будет базисом системы 
корней К”. 

Это прямо вытекает из следствия 3 и из следствия пред- 
ложения 4. 


Говорят, что R’— система корней, порожденная под- 
множеством В’. 


СЛЕДСТВИЕ 5. Пусть В—базис системы R, A,, As, ..., À, — 
попарно ортогональные подмножества в Ви А=А, |] AU... 
... UA,. Гогда любой корень a, являющийся линейной KOM- 
‚бинацией элементов из À, будет на самом деле линейной 
комбинацией элементов одного из множеств А;. В частности, 
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если система R неприводима, то не существует разбиения В (С) 
на два ортогональных множества. 


Пусть Е, ..., E,, Е — векторные подпространства в И, 
порожденные соответственно множествами Aj, ..., A, А. 
Ввиду следствия 4 можно предполагать, что EV. Тогда 
no . теореме 2, (vii), n°5, Е; будут устойчивы OTHOCH- 
тельно W(R), так что Ю — объединение систем ЮПЁЕ; (n°2, 
предложение 5). 


СЛЕДСТВИЕ 6. В условиях и обозначениях предложения 20 
пусть V, — векторное подпространство в V, порожденное мно- 
жеством 2. Тогда P{\(— P)=QU(—Q)=V.NR будет cucre- 
мой корней в V, с базисом %. 


Имеем РП(—Р)=(Ю. (С) 09) П((— К. (CHU = Q)) — QU 
U(—Q). Теорема 3 показывает, что QU(—Q)=V, 1) R. Ha- 
конец, согласно следствию 4, » — базис системы корней 


ViNR. 


IIPENNOXKEHHE 21. Пусть С (соотв. С’) — камера системы R, X 
(соотв. 2’) — подмножество в-В (С) (соотв. В (С’)), О (соотв. О’) — 
множество корней, являющихся линейными комбинациями 
с целыми отрицательными коэффициентами элементов из % 
(соотв. 2}, a POU RC) (coors. FP — OUR, [С”)). Белы ey- 
ществует элемент группы Вейля, переводящий P в P’, To cy- 
ществует и элемент группы Вейля, переводящий С в C’ u & 
er, 


Тотчас же получается редукция к случаю, когда Р=Р”. 
Пусть И, — векторное подпространство в ИУ, порожденное 
РП(—Р). Тогда & и У’ будут двумя базисами системы кор- 
ней RR=PN(—-P) в И, (следствие 6 предложения 20). По- 
этому найдется g,=W(R,), для которого в, (2) =>. Ясно, 
что &, индуцируется элементом g = И (R), который является 
произведением отражений s, сое. Пусть y= À свв — 

Be B(C) 
элемент множества P — R,. Хотя бы для одного В = B(C)—X 
будет с; > 0. С другой стороны, если в & X, то 5. (у) —уе=И,, 


поэтому у Sg(y) по крайней мере одна координата OTHOCH- 
тельно В(С) будет >0 (n° 1, формула (5)), откуда $х (\) = 
= Ю. (С) и в конечном счете $, (у) = P — R,. Получается, что 
Р— R, устойчиво относительно S,, се Х, а поэтому и отно- 
сительно ©, и g(P)=P. Таким образом, остается доказать 
предложение при Р=Р’и =}, В этом случае @ = (0, 
следовательно, Ю. (С) =Р—О=Р-— О’=Ю. (С’) и I 
C=C’ (следствие | предложения 20). 
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СлЕдствиЕ. Пусть P, Р’— два параболических подмно- 
жества системы R, переводящиеся друг в друга некоторым 
элементом группы Вейля. Если существует камера С си- 
стены R, такая, оп СЕРА. Ш Е Pr, ro Per, 


Это вытекает из леммы 3 и предложения 21, поскольку 
единственным элементом в W(R), переводящим С в С, 
является 1 (см. n° 5, теорема 2). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 22. Пусть P — замкнутое подмножество в Ю, 
такое, что P{\(—P)=@©. Тогда существует камера С cu- 
стемы R, для которой PER, (С). 


1) Согласно следствию теоремы 1 n° 3, условия a & P, 
BEP, (al Bp) < 0 влекут а ВЕР. 

2) Докажем, что никакая сумма a,+ ... +a, (921) 
элементов множества Р не равна нулю. Утверждение оче- 
видно для g=1, поэтому, рассуждая по индукции OTHOCH- 


тельно д, считаем g >2. Если a, + ... + а, =0, то 
— == Ag+ ... +0, 
поэтому (—a,|a,+ ... + а.) > 0, откуда заключаем о суше- 


ствовании такого ] = (2, gj, что (a,|a;) < 0. Ввиду части |) до- 
казательства a, + а, Р, исоотношение (a, + a;) + D а =0 

i#l,] 
противоречит предположению индукции. 

3) Докажем, что в V найдется такой отличный от нуля 
элемент у, что (у| а) 0 для всех а=Р. В противном случае 
результат части 1) обеспечивал бы существование бесконеч- 
ной последовательности таких элементов 0, Gy, ... множе- 


ства Р, что 
В; = +... + а: ЕР 


для всех 1; найдутся, однако, два различных целых числа [, J, 
для которых В; =В,‚, что противоречит выводам части 2). 


4) Чтобы закончить доказательство предложения, доста- 
точно (следствие 2 предложения 20) убедиться в существо- 
вании базиса (oh ee пространства И, такого, что OTHOCH- 

aay te ae 


тельно лексикографического порядка, определенного этим 
базисом, всякий элемент из Р будет >0. Применим индук- 
цию по {—dimV, считая предложение установленным для 
размерностей </. Пусть yEV, у=-0и (у| а) >0 для лю- 
бого a = P (см. 3)). Пусть, далее, L — гиперплоскость, орто- 
гональная к y, и ГИ’ — подпространство в ИУ, порожденное 


КПГ. Тогда Ю ПГ будет системой корней в И’ с замкнутым 
подмножеством РГ Г. Шо предположению индукции суще- 
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ствует такой базис (В, re B,-) пространства У”, что OTHO- 


сительно определенного им лексикографического порядка эле- . 
менты из РПГ будут >0. В таком случае любой базис 
пространства И, первыми Г + 1 элементами в котором слу- 
жат Y, В, ..., By, а остальные элементы лежат BL, будет 


обладать требуемым свойством. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 23. Пусть Р— подмножество в R u V, 
(соотв. Г) — векторное подпространство (соотв. подгруппа) 
в У, порожденное Р. Следующие условия эквивалентны: 

(1) Р замкнуто и симметрично; 

(ii) Р замкнуто и является системой корней в У}; 

(iii) ГПА =Р. 

Предположим, что эти условия выполнены. Для любого 
a=P пусть а’ — сужение aY на V,. Toeda a+ a) будет 


каноническим биективным отображением системы корней Р 
V 
Aa г’. 


(iii) > (i). Очевидно. 

(i) = (ii). Предположим, что Р замкнуто и симметрично. 
Прежде всего Р удовлетворяет условию (СК!) BV,. Докажем, 
что $. (В) ЕР, каковы бы ни были a, BEP. Это очевидно, 
если а и В пропорциональны. Если же это не так, то $. (В)= 
—=В — и (В, а) < и В ра= Ю для любого целого рациональ- 
ного числа р, заключенного между 0 и п (В, a) (предложе- 
ние 9, n° 3); следовательно, 


B— AP, Е, 


поскольку Р замкнуто и симметрично. Таким образом, 
SV (Р) =Р, и P удовлетворяет (СКи). Ясно, что P удовле- 
>. 1 


творяет (СК). Поэтому Р удовлетворяет (ii), и одновре- 
менно доказано последнее утверждение предложения. 

(ii) = (iii). Считая выполненным условие (ii), докажем, что 
ГПА =Р. Ясно, что PZTNR. Пусть BETNR. Поскольку 
`ВЕГи Р= _-—Р, имеем В = a, + а -... Каса, ..., а ЕР. 
Докажем, что ВЕР. Это очевидно при К =1. Применим 
индукцию по À. Так как 


Е 
0 < (818) = À 61a), 


то (В|а;) > 0 для некоторого индекса i. Если В = a;, ToßeP. 
В противном случае В — а; = R (следствие теоремы 1, n° 3), 
поэтому по предположению индукции BP—a;e&P, откуда 
Be P, поскольку Р замкнуто. 
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Условия предложения 23 могут реализоваться и тогда, когда 
У, = V, но тем не менее Р = R. Этого можно добиться, например, 
взяв за À систему типа Со, а за Р систему типа Ao; см табл. X 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 24. Пусть пересечение КЮ’ системы R с не- 
которым векторным подпространством пространства У таково, 
что R’ является системой корней в порожденном UM вектор- 
ном подпространстве У’ (см. следствие предложения 4, n° 1). 
Пусть B’ — базис системы К”. 

(i) Существует базис системы R, содержащий B’. 

(ii) R’ есть множество элементов из Ю, которые являются 
линейными комбинациями элементов базиса В’. 


Утверждение (ii) очевидно. Докажем (i). Пусть (&1, &, ... 
..., 81) — такой базис пространства И, что В’ == (вр+1, Вр», 
..., 8). Лексикографический порядок на И, соответствующий 
этому базису, определяет некоторую камеру С системы À. 
Ясно, что всякий элемент из В’ минимален в КЮ, (С). Следо- 
вательно, В’ < В (С). 


6. Максимальный корень 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 25. Предположим, что система R неприво- 
дима. Пусть С — камера системы Ю и B(C)—{q,..., a} — 
соответствующий базис. 


1 
(i) Существует такой корень à == >) по, что для любого 
1—1 


I 
корня >) pia; будут выполняться неравенства M > Pi, 
i=l 


fo > р.,..., y= py. Другими словами, К обладает наиболь- 
шим элементом & относительно порядка, определенного ка- 
мерой С. 

(ii) @EC. 

(iii) (&| а) > (a’| a’) для произвольного корня a. 

(iv) Для любого положительного корня а’, не пропор- 
ционального а, м. n(a’, a) или 1. 


a 
1) Пусть a= Dino, B= 2 pio; — два максимальных 
i=] i=] 


корня относительно порядка, определенного С. Докажем, 
что а=В, чем и будет установлено утверждение (i). 

2) Если бы оказалось, что (ala;)<0 для какого-то 
индекса i, то мы получили бы, что либо а- а; = Ю, либо 
а —= — а; (следствие теоремы 1, n° 3), но обе эти возмож- 
ности исключены ввиду максимальности a. Поэтому (a| a;) 20 
для всех 1. 
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3) Из a<O следовало бы а< —@, что невозможно. 
Поэтому п; 20 для всех i. Пусть J — множество i, для ко- 
торых п; >0, и 7’ — дополнение к J в {1, 2, ..., D. Имеем 
J == ©. Если бы J’ было непустым, то существовали бы ic J 
и Ге, такие, что (a; | ai’) < 0 (следствие 5 предложения 20 
n° 7); в таком случае 


(al ai) = an (| air) < 0, 


поскольку (a;| ax) < 0, каковы бы ни были различные ] и À. 
Но это противоречит 2), так что J = 0 ип; >0 для всех i. 

4) Согласно 2), (Bla;) 0 для всех i. Не может быть 
(В| a;) =0 для всех i, поскольку В 0. B соответствии с 3) 
заключаем, что 


(Bla) = 2 n: (Bla) =D, 


Если y=a—ßER, то а > В или В >a (теорема 3 n° 6), что 
противоречит максимальности a и В. Стало быть, а =В (след- 
ствие теоремы | n° 3). 
5) Ввиду 2) а С. Пусть WER. Докажем, что (в | а’) < 
< (а| à). Поскольку С — фундаментальная область для W (R), 
можно предполагать, что a’ С. По условию à — a’ SO, по- 
этому (а — a’| x) 0 для всех хеЕС. В частности, (@ — а | а) >0 
"ala — а’ | a’) 0, откуда (@| а) > (а | а) > (а | a’). Значит, n(a’, à) 
может равняться либо 0, либо |, либо —1 (предложение 8 
n° 3), если a’ не пропорционален a. Если a’ 20, то, co- 
гласно 2), (ä| a’) 0, стало быть, n(a’, а) > 0 и потому п (а, а) 
равно 0 или 1. Ч. Т. Д. 


Замечание. Корень 
а = Ina, 


1 


из утверждения (i) называется максимальным (или наиболь- 
шим) корнем системы Ю (по отношению к С). Заметим, что, 
согласно (i), п; >| для всех i. 


9. Веса, радикальные веса 


Пусть [= п И. Обозначим через Q(R) подгруппу в V, 
порожденную R; элементы О(Ю) называются радикальными 
весами системы R. По теореме 3 n° 6 Q(R) является ди- 
скретной подгруппой ранга / в И, и любой базис системы R 
суть базис группы Q(R). . | 7 
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Аналогично группа Q(R’) является дискретной подгруп- 
пой ранга / в V*. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 26. Множество элементов x = V, таких, что 
(x, y") EZ для всех y = Q(R") (или, что то же самое, для 
всех y GR"), составляет дискретную nodepynny G CV, co- 


держащую Q(R). Если В’ — базис системы R‘, то дуальный 
к В’ базис в У будет базисом группы G. 


Пусть x @V. Следующие три свойства эквивалентны: 

(i) (x, y*) EZ для всех y* = Q(R”); 

(ii) (x,y) SZ для всех y & В’; 

(iii) координаты элемента х относительно базиса, дуаль- 
ного к В’, принадлежат Z. 

Мы делаем вывод, что дуальный к В” базис служит ба- 
зисом G. С другой стороны, (СКи) показывает, что REG, 
откуда Q(R) CG. 


Группу G из предложения 26 мы обозначим символом Р (R); 
ее элементы называются весами системы Ю. Можно также 
рассмотреть группу P(RY) весов системы RY, 


Согласно Алг., гл. VII, 2-е usn., $ 4, n° 8, группы 
Р(Ю)/О (К), Р(КУ)/@ (КУ) 


суть конечные группы, находящиеся в двойственности над 
0/7, и потому изоморфные. Общий порядок этих двух групп 
называется индексом связности системы R (или системы RY). 

Если Ю есть прямая сумма систем корней R;, то группа 
Q(R) (соотв. P(R)) канонически отождествляется с прямой 
суммой групп Q(R;) (соотв. P(R;)). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 27. Пусть R, — подмножество в R, Q; — noo- 
гриппа в Q(R), порожденная R,, и W, — подгруппа в W(R), 
порожденная отражениями Sy (A&R). Если реЕР(Ю) u 
weW;, то p—w(p)=Q). 

Если w=s, сае R,, To 

р — ® (р) = (р, а\) а= ZacQ,. 
Индукция по г показывает, что также р — ® (р) = О., если 
W = Sa, So, ... Sa, © A, ..., Or = R.. 

Группа A(R) оставляет инвариантными P(R) и Q(R), дей- 
ствуя, следовательно, на факторгруппе P(R)/Q(R). Ввиду пред- 
ложения 27 группа W(R) действует тривиально на P(R)/Q(R). 


Факторизуя, мы видим, что факторгруппа A(R)/W (R) (пред- 
ложение 16, n°8) действует канонически на P(R)/Q(R). 
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10. Фундаментальные веса, старшие веса 


Предположим, что система Ю — приведенная. Пусть С — 
камера системы À и В — соответствующий базис. Поскольку 
система R — приведенная, ВУ == {а\} _, будет базисом RY. 
Дуальный к ВУ базис (a). в будет, следовательно, базисом 
группы весов; его элементы называются фундаментальными 
весами (относительно В или С); в случае когда элементы 
базиса В занумерованы (a, ..., а), соответствующие byHna- 
ментальные веса обозначим через (@, ..., @y). 

Пусть x @V. Элемент x принадлежит С тогда и только 
тогда, когда (x, а“) > 0 для всех ае= В. Отсюда следует, 
что С есть множество линейных комбинаций с коэффициен- 
тами >O весов &,, а С — множество линейных комбина- 
ций ©, с коэффициентами > 0. 

При фиксированном a элементы п (а, В) = (a, BY) матрицы 
Картана будут координатами & относительно базиса (Os) € в: 


a= > n(a В) в. = | (14) 
ВеЕВ 


Таким образом, относительно базисов В и (&,),-3, 7-моду- 
лей Q(R) и Р(Ю) матрица Картана является транспониро- 
ванной к матрице канонического вложения 


Q(R) > P(R). 


Bec ® называется старшим (или доминатным), если он при- 
надлежит С, т. е. если его координаты относительно Glen 
являются целыми числами > 0, или, еще, если © (6) < ® для всех 
g =W(R) (n°6, предложение 18). Поскольку С — фундамен- 
тальная область для W (R) (теорема 2), для любого веса © 
существует, и притом только один, старший вес ©’, являю- 


щийся образом веса & относительно WR). 
Каковы бы ни были элементы a, Ве В, имеет место 


соотношение 
= ва |. № | 
(@, BY) (5. (Bl 5) Sag 
(5. обозначает символ Кронекера), откуда 
В р 
= z = 1 
Sg (4) a — бов И (ба |B) = о (В IP) Vas (15) 


Другими словами, ©, ортогонален к В для В == a, и его орто- 
e 0 1 = ps 
гональной проекцией Ha В. является > 9. Так как &,=C, 


IS 
TO (6,104) 20 для а, BE В, т. е. угол (&,, 63) — либо острый, 
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либо прямой. Старшими весами являются элементы OS), 
для которых 2(@|a)/(a|a) при всех a = В суть целые числа 


za. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 28. Пусть В — базис системы R, В’ — под- 
множество в В, У’ — векторное подпространство в И, nopo- 


жденное В’, Ю’= ПИ’ (это система корней в ГУ), п 
дуальная система корней (отождествляемая с каноническим 
образом В’ в RY), V, — подпространство 8 И, ортогональное 


к R'Ÿ,u p — проектирование У на И’ параллельно V,. Тогда 
Q(R’) =Q(R)NV’, P(R’) = p(P(R)). Множество старших весов 
системы R’ является образом при проектировании р множе- 
ства старших весов системы КЮ. 


В самом деле, Q(R) есть подгруппа в И с базисом В, 
Q(R’) — подгруппа в И с базисом В” (n°7, следствие 4 пред- 
ложения 20), откуда немедленно получаем О (Ю’) = 0 (Ю) ПГ”. 
Если 6=P(R)u az PR’, то (p(ö), a’) = (®, a’) ЕЙ, следо- 
вательно, p(ö)EP(R) и потому р(Р(Ю)) с Р(Ю’”. Если 
0’=P(R’), то 6’ продолжается до некоторой линейной 
формы © Ha V*, обращающейся в нуль на (В — В’)\; при этом 
(®, a’) = Z для всех а е= В, стало быть, ®ЕР(Ю) и’ =р(0); 
поэтому Р(Ю”) < р(Р(Ю)). Таким образом, P(R)=p(P(R)), 
а утверждение относительно старших весов доказывается 
аналогичным образом. | 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 29. Пусть о — полусумма корней > 0. 
(i) p= » à, есть элемент из С. 
as В 
(ii) $. (0) — 0 — а для всех a = В. 
(iii) (20 | а) = (ala) для всех a = В. 


Так как система Ю — приведенная, то $. (Rs. (С) — {a} ) = 
= Ю, (С) — {а} и $.(а)=— а для аеВ (n°6, следствие | 
предложения 17), откуда $. (20) = 20 — 2a. Далее, 


, ау) = 1 = Oh, av), 

(р, av) (2, One 2) 

поскольку S,(9) =o — (0, aY)a. Отсюда о= №5, и, следо- 
В 

вательно, o9@C. Наконец, (iii) эквивалентно равенству 

(a, мур, 


Следствие. Пусть о — полусумма элементов > 0 системы RY 
(относительно ВУ). Сумма координат любого элемента а = V 
относительно базиса В равна (а, с). Если ER, то эта 

1 
сумма равна также > x n(a, B). 
BER, (C) 
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Поменяв ролями Ю и RY в предыдущих рассуждениях, 
получим при любом а< В соотношение (a, o)— 1, эквива- 
лентное нашему следствию. 


11. Преобразование Кокстера 


Пусть С — камера системы К, {a,, ..., ay} — соответствую- 
щий базис в К, и ПУСТЬ С = 5а ... Sa, Элемент C&W назы- 


вается преобразованием Кокстера группы W, определенным 
камерой С и биективным отображением i+ >a, (гл. У, § 6, 
n°1). Его порядок A называется числом Кокстера группы W 
(или системы R). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 30. Предположим, что система Ю неприво- 


дима. Пусть т — целое число, заключенное между 1uh— | 


2inm 
и взаимно простое с h. Тогда exp г является собствен- 


ным значением преобразования с кратности 1. 
(В частности, т — один из показателей группы W; cp. 
ra. 56 72) 


Докажем сначала одну лемму. 


ЛЕММА 4. Характеристический многочлен любого элемента 
weW имеет целые рациональные коэффициенты. 


Известно (n°6, теорема 3), что подгруппа Q(R) <= И по- 


рождена базисными элементами {Q,, ..., Oy} системы À. Так 
как W оставляет устойчивой Q(R), то его матрица OTHOCH- 
тельно {а,..., и} будет иметь целые коэффициенты; стало 


быть, тем же свойством обладает и характеристический 
многочлен. 

Пусть Р — характеристический многочлен элемента с. 
Только что приведенная лемма показывает, что коэффи- 
циенты Р целые. В соответствии с следствием 2 предложе- 
ния 3, гл. V, $6, n°2 примитивный корень A-H степени из 


2 
единицы Z= exp (=) будет простым корнем многочлена Р. 


Все сопряженные с z над Q будут также простыми кор- 
нями Р. Но известно |), что все примитивные корни A-ü сте- 
пени из единицы сопряжены над ©. Поэтому они все являются 
простыми корнями многочлена Р, чем и доказано предложение. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 31. Предположим, что система R — непри- 


водимая и приведенная, и пусть В=па + ... + ща; — ее 
максимальный корень (см. n°8). Гогда п... п = —1. 


1) См., например, С. Ленг, Алгебра, „Мир“, 1968, гл. VIII, $ 3. — 
Прим. ред. 
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Пусть R, — множество корней, положительных OTHOCH- 
тельно С. Имеем (п°10, следствие предложения 29) 


n, + ssa += У, п (В, J=1+- D п (В, == 
aeR, aeGR,,a-~B 
TR) (a |B) 


und (ala) ~ 
aeR,,a#ß 


Ввиду предложения 25, (iv), n°8, п (а, В) =0 или l для а == Ю 
и 4(a|B)? __ 2(а|В) 
и a=, поэтому п (а, В)* = п (а, В), т.е. о =. 


(В | В)? (B |B) 
Отсюда (0.18)? 
m+... by tl=2+42 >») en 
ER, 
N arias = 1 _@ |o\ 


Согласно следствию теоремы | из гл. V, $ 6, n°2, 


У, (-* в) =2618, 


az R 


откуда m+ ... ++ l=h. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 32. Предположим, что система R неприво- 
дима и что все корни имеют одну и Ty же длину. Пусть 
a А. Тогда число элементов системы R, не ортогональ- 
ных а, равно 4h — 6. 


Пусть R’ — множество корней, не пропорциональных и 


не ортогональных а. Согласно следствию теоремы i из гл. У, 
$6; n°2, 


Gif + (al af + Х авиа), 


2 (ap)? = (4 — 2) (a | a}. 
BER 


| 
Как показывает список из n°3, (а |В) = + ze lo) для BE КЮ". 
Следовательно, 


+ Card R’=h—2, Card R’=4h —8, 


и число корней, не ортогональных а, равно Card R’ + 2=4h—6. 
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ПРЕДЛОЖЕНИЕ 33. Допустим, что система Ю — неприводи- 


мая и призеденная. Положим $, =$, и обозначим через Г 
nodepynny в №, порожденную элементом C=S,... 

(i) Пусть 0; = $1511... $141 (u) ((==1,..., D). Тора: 9; > 0, 
С (6;) < 0. 


(ii) Если а— корень © 0, для которого с(а) <0, то a 
совпадает с одним из 6;. 

(iii) Семейство (8;), _‚ <, есть базис группы © (Е). 

(iv) Пусть ©; — орбита элемента 0; относительно Г. Мно- 
жества Q; попарно не пересекаются и исчерпывают все 
орбиты Г в R; в каждой из них h элементов. 


Заметим сначала, что ($1, ..., Sy) — приведенное разло- 
жение элемента с (гл. 4, $ 1, n° 1) относительно множества $ 
отражений S;. Действительно, в противном случае нашлось бы 
подмножество À —S—#{j} из 1—1 элементов, такое, что 
c=W%,; но тогда было бы $; е= Wy, что противоречит след- 
ствию 2 предложения 7 из гл. IV, $ 1, n°8. 

_ Применяя к C—5S,...S, следствие 2 предложения 17, 
n°6, получаем утверждения (i) и (ii). 

Пусть ©; — подгруппа в Q(R), порожденная корнями а, 
j> i. Немедленно проверяется, что Q; инвариантна OTHOCH- 
тельно S;, | >i, a что S;(a;)= a; mod Q; для j >t. Следова- 
тельно, 

9; ОР ss. РЕ (@;) = da; mod Q;. 


Другими словами, существуют целые числа C;;, такие, что 
0; =a; + > Cjj%j, 
j>i 


а это не что иное, как утверждение (iii). 
| h=—1 


Наконец, пусть а — корень. Элемент D c* (a) HHBAPHAH- 
k=0 


тен относительно с и, следовательно, равен нулю (гл. V, 
§ 6, n° 2). Значит с^ (а) не могут быть все одного и того же 
знака, и найдется такой индекс À, что с* (a) > 0, а с*+! (а) < 0. 


Согласно (ii), c“(a) совпадает с одним из 0;. Стало быть, 
любая орбита подгруппы Г в Ю будет одной из Q;. Про- 
должим, далее, (х|у) до эрмитовой о на У © С. В соот- 
ветствии с замечанием из гл. V, $ 6, n° 2, существует такой 


элемент 2 = ИФ С, что с (2)==ехр Е =, причем (у |2) == 0 для 


всех уе À. Если с? (а) =а, то 


(la) = (ele? (а) = (ce? (г)1а) = exp( 7 (10), 
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откуда exp|—>——) =1, и p=0 mod А. Это показывает, что 

орбита элемента @ содержит À элементов. По теореме 1, (ii) 

гл. \, $ 6, n° 2, общее число орбит Г в R будет, таким 
Al 

образом, равно Zi В итоге получаем, что ©; попарно 

не пересекаются. Тем самым доказательство (iv) закончено. 


12. Каноническая билинейная форма 


Как мы уже знаем (n° |, предложение 3), симметрическая билиней- 


ная форма 
y) В, (х, у) = У (а\, x) (aV, y) 


ae À 


на ИУ является невырожденной и инвариантной относительно A(R). 

Поменяв ролями Ru RY, мы видим, что симметрическая билинейная 

‘форма (х”, y*)-—>B м ise oj) > (a, x*) (a, y*) на V* тоже является 
ae R 

невырожденной и инвариантной относительно À (R). 


Обратная форма для Вру (соотв. В в) На У (соотв. V*) называется 


канонической билинейной формой на у (соотв. И”) и обозначается че- 
рез Ф в (соотв. D Rv) Она невырождена и инвариантна относительно А (R). 


* 
Путь, © — они У на V*, определенный формой В ру: Для x, y=V 
‘справедливо соотношение 


Фр (x, Y= By (6 (х), o(y)) = Dy (a, o(x)) (a, o(y)). 


aceR 
Ho (a, в (x)) =8 y (o (a), o(x)) =D, (a, x) Отсюда 
D, (x, N= 2 Ф, (a, x) D, (a, y). (16) 


Учитывая предложение 7, n° 2, мы приходим к заключению, что Фр 
единственная ненулевая симметрическая билинейная форма, nn 


ная относительно W (R) и удовлетворяющая тождеству (16). Для BER 
формула (16) дает 
| à 
p(B.) = У, Op (a, В =F Oy (6, ВУ, п(а, BY 
aceR а К 


4Ф (6, В) = У x(a, В)". (17) 


aeR 


откуда 


В то же время по лемме 2, n° 1, для x, y = V имеем 


Bp (x, у) = У, 9, Car CRC (aa #)= 


а = ВЮ 


a > D, (a, x) D, (a, y) D} (a, a)”. 


GER 
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Стало быть, если система À ARPUREPREE то найдется такая константа 
у (Ю) > 0, что 


D (a ХФ, (a, ) Op (а, а) *=у(В)Ф) (x, y) (18) 


ae R 


По определению y (К) имеем В, (x, y) = 4y (R) D, (x, y), поэтому 
Фу (хи) = (4y (R))7! Bay (ey) 


для x*, у* = У*. Этим доказано прежде всего, что y(R) — y(RY). Далее, 
для В = R получается 


7 D, (а, B)° 
Dav (BV, 8) = (RD RT У D Gp 
или ввиду (16) dé is 
Фру (BY, BY) =y(R)~ Op (В, В) "Фр (В, В); 
окончательно 
Фр (В, В) Dev (BY, ВУ) = у (RIT. (19) 


Если сверх того все корни системы Ю одной и той же длины À OTHO- 
сительно Фр, то формулы (16) и (18) показывают, что 


Y(R)= AT. (20) 


Если, далее, h — число Кокстера группы W, To, как утверждает след- 
ствие теоремы 1 из гл. И, $ 6, n° 2, 


д \2 
hd, (x, 4) == À uae (x “ для всех x & V. 


a=R 
Сравнивая это с формулой (16), видим, что 
A= ho"! wy (R) =. (21) 


Наконец, из формулы (19) следует, что корни системы ЮУ будут также. 
длины А относительно Фру: 
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В этом параграфе (за исключением n° 5) через R обо- 
значается приведенная система корней в вещественном век- 
торном пространстве У. Группу Вейля системы À обозначим 
символом М; отождествим ее с некоторой группой автомор- 
физмов дуального KV пространства V* ($ 1, n° 1) и снабдим V” 
скалярным произведением, инвариантным относительно W. 
Пусть Е — аффинное пространство, ассоциированное CV"; обо- 
значим через Z(v), о = И", перенос пространства E на вектор 9. 
Наконец, через Р (соотв. Q) обозначим группу переносов, 
векторы которых принадлежат группе весов P(RV) (соотв. 
группе радикальных весов Q(RY)) системы корней RY, дуаль- 
ной K À. 
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1. Аффинная группа Вейля 


Для аеЮ и kEZ пусть Ly, — гиперплоскость в E: 
Г.в = {х € EKo, x) = К}, 


и пусть Sy, g — ортогональное отражение относительно Ly ь. 
По определению, 


So, в (x) == x — ((a, x) — Е) а\ = Sq, о(х) + kav 
для всех x<=E. Иными словами, 
ба, в ==1 (Ка) о Sq, (1) 


где $. — ортогональное отражение относительно гиперпло- 
CKOCTH Li, = Ly,o Т. €. отражение, ассоциированное с кор- 
нем а. 

Формула (1) показывает, что Sy, не зависит от выбран- 
ного скалярного произведения. 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Назовем аффинной группой Вейля системы 
корней Ю и обозначим символом W,(R) (или просто W,) 
группу аффинных преобразований пространства Е, nopox- 
денную отражениями Sy, для а= Ки REZ. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 1. Группа W, является полупрямым произ- 
ведением W nad. . 


Поскольку группа У порождается отражениями Sy, она 
содержится в W,. Далее, f(aV)=5, j°5,, если ае= А, а это 
и доказывает, что QZW.. 

Поскольку W оставляет устойчивой Q(RY) ($ 1, n° 9), 
группа аффинных преобразований С, порожденная W и Q, 
является полупрямым произведением W на Q. По только 
что сказанному G CW, и согласно (1) $ „ЕС, каковы бы 
ни были а=Ю и kReEZ. Приходим к выводу, что W,—G. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2. Группа Wy, снабженная дискретной то- 
пологией, действует собственно разрывно на Е и переста- 
вляет между собой гиперплоскости Ly, (дляаеЕе Ви ЕЕ Й.). 


Поскольку Q(RY) есть дискретная подгруппа в И”, 
группа Q действует собственно разрывно на Е. Стало быть, 
TO же самое относится ик W,—W - Q, поскольку W конечна. 
Далее, при а ВЕР и REZ имеем 


Sy Le в) = Lye с vw 8 (а) = К, 
(ВУ) Es x) en | k+n (a, ph» 


где п (а, В) = (ВУ, а) — целое, откуда следует второе утвер- 
ждение. 
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Итак, к W, как к группе, действующей на Е, можно 
применять результаты гл. V, $ 3. Чтобы избежать смешения 
с камерами группы Вейля W pV", мы будем называть аль- 
ковами камеры, определенные системой гиперплоскостей Ly, ь 
(дляаеКикеЕДв ЕЁ. Значит, группа № „ действует просто 
транзитивным образом на множестве альковов и замыкание 
любого алькова является фундаментальной областью для W, 
в Е (гл. V, $3, n° 2, теорема 1; n° 3, теорема 2). Ясно, что 
группа Вейля отождествляется с каноническим образом U (W,,) 
группы W, в ортогональной группе пространства И” (гл. V, 
$ 3, n° 6). Получаем в итоге, что группа W, существенна 
(гл. У, $ 3, n° 7) и что W, неприводима тогда и только 
тогда, когда таковой является система корней R ($ 1, n° 2, 
следствие предложения 5). Если Ю неприводима, то каждый 
альков будет открытым симплексом (гл. V, $ 3, n° 9, пред- 
ложение 8). В общем случае каноническое разложение 
аффинного пространства E в произведение (гл. У, $ 3, n° 8) 
соответствует разложению À на неприводимые компоненты. 
В частности, альков будет произведением открытых сим- 
плексов. 

Заметим еще, что, как показывает следствие теоремы 1 
из. гл. V, $3, n° 2, $ ,, будут единственными отражениями, 
содержащимися в Wa. 


2. Веса и специальные точки 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 3. Сиециальными точками (гл. У, $ 3, n° 10, 
определение 1) для W, являются веса системы КУ. 


Пусть ле E и а= А. Гиперплоскость Г, параллельная 
ядру Кега и проходящая через ху, задается уравнением 
(a, x) = (а, хо). Чтобы она совпадала с Lez, нужно, с одной 
стороны, чтобы а и В были пропорциональны, или ввиду 
приведенности R чтобы В = + à, и, с другой стороны, чтобы 
(а, Xo) было целым. Тотчас получаем, что хо является спе- 
циальной точкой для W, тогда и только тогда, когда 
(а, хх) EZ при всех ае К, т. €. в точности тогда, когда 
хеЕР(КУ) ($ 1, n° 9). 


СлЕДсСТВИЕ. (i) Если @®&P(RY), то существует такой 
альков С, что ® будет экстремальной точкой замыкания С. 


(ii) Если С — какой-нибудь альков, то пересечение С [| 9 (ЮУ) 
состоит из одной точки, которая является экстремальной 


точкой замыкания С. 
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Это вытекает из предложения 3, если принять во внима- 
ние следствие предложения 11 из гл. У, $ 3, n° 10, и предло- 
жение 12 оттуда же. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 4. Пусть C’ — камера система КУ. 
(1) Существует, и притом только один, альков С, содер- 
жащийся в С’ u такой, что OSC. 


(ii) Объединение w (С) no w = есть окрестность нуля в Е. 
(iii) Любая стенка камеры С’ является стенкой алькова С. 


Это непосредственное следствие предложения 11 из гл. V, 
$ 3, n° 10. 

Предположим теперь, что система R неприводима. Пусть 
(а;), -‚— ее’базис ($ 1, n° 5, определение 2), и пусть (6), , — 
дуальный базис. Все @; будут фундаментальными весами 
системы RY относительно камеры С”, соответствующей ба- 
зису (a,). Пусть a = ana — максимальный корень системы À 

Le 


{$ 1, n°8), и пусть J — множество Tex = J, для которых 
A; = 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 5. Пусть С — альков, который содержится 
в С’ u замыканию которого принадлежит 0 (предложение 4). 

(i) С есть множество хеЕЁ, таких, что (a, X) > O для 
всех il, причем (a, x) < I. 

(ii) Множество С ПР(Ю\У) состоит из 0 и весов &; для 1 ЕТ. 


Пусть D — множество x € E, для которых (а, x) < 1; по- 
ложим С, =C’ ND. Так как ОС, то CCD, откуда CCC). 
Докажем теперь, что при всех а= А и == множества С 
и С, будут лежать по одну сторону от гиперплоскости L,,g. 
Это покажет, что C; < С, и установит справедливость утвер- 
ждения (1). Если Е =0, то камера С” целиком находится по 
одну сторону OT [, 0, что и дает нужное утверждение в этом 
случае. Если же А ==0, то можно, заменив, если нужно, а 
на — а, считать, что k > 0. Тогда (а, x) < k на С, поскольку 
О=С. С другой стороны, & — а положителен относительно С” 
($ 1, n°8, предложение 25). Стало быть, (а, у) < «а, у) < 
<1l<k для y=C,, а это и означает, что С и С, находятся 
по одну и ту же сторону от Ly, zg. | 

Пусть теперь & = P(RV). Kak мы знаем ($ 1, n° 10), 
= 2 pi®i с pp SZ. Включение @ GC’ имеет место тогда 


И только тогда, когда целые числа р; все положительны. 
Если &æC’, то ©&C в том и только том случае, когда 
{а, ©) = Упр, будет <1, a это и дает (ii). 

i ‚ 


3 $ 2. АФФИННАЯ ГРУППА ВЕЙЛЯ 919 


СЛЕДСТВИЕ. Альков С является открытым симплексом 
с вершинами 0 u à;fn;, i=lI. 
Это вытекает из утверждения (1). 


3. Нормализатор группы W, 


В этом n° мы предположим, что на У выбрано скаляр- 
ное произведение, инвариантное не только относительно М, 
но и относительно всей группы A(R). Группы A(R) и A(RY) 
мы отождествим. 
| Пусть G — нормализатор группы W, в группе переме- 
щений евклидова аффинного пространства Е. Если в — неко- 
торое перемещение E и $ — ортогональное отражение OTHO- 
сительно гиперплоскости L, то перемещение gsg-! будет 
ортогональным отражением относительно гиперплоскости £ (Г). 
В итоге получаем, что @ является множеством перемещений 
пространства £, которые переставляют между собой гипер- 
плоскости L,,8 (для а= Ю и REZ). 

Но группа автоморфизмов пространства FE является полу- 
прямым произведением ортогональной группы И простран- 
ства И” и группы Т переносов. При действии g—uot(v), 
где u@U и ое У", гиперплоскость [а, в переходит в гипер- 
плоскость, определяемую уравнением 


Cu-'(a), ху = k (а, о). 


Следовательно, g = @ тогда и только тогда, когда, во-пер- 


вых, ‘и переставляет между собой корни, т. е. принадлежит 
A(R), и, во-вторых, (а, 9) = Z для всех а е= Ю, т. е. ve P(RY). 
Иными словами, группа С является полупрямым ‘произ- 
ведением A(R) на P. Поскольку QC Pu WCA(R), фактор- 
группа G/W, является полупрямым произведением A(R)/W 
на Р(Ю\У)/О (ЮУ); соответствующее действие A(R)/W на 
P(RY)/Q(RY) будет каноническим ($ 1, n°9), в чем легко 
убедиться непосредственно. 

Обозначим символом №” подгруппу в С, являющуюся 


полупрямым произведением W на Р. Она будет нормальной 
и в G, и G/W” канонически изоморфна группе 


A (R)/W; кроме того, каноническое отображение P(RY)B WoW, 


дает при факторизации изоморфизм группы Р(ЮУ)/@ (КУ) 
на W//W . 

Пусть теперь С — альков в E, и пусть Ge — подгруппа, 
состоящая из элементов g = G, для которых g(C)=C. Так 
как W, просто транзитивна на альковах, то группа G есть 
полупрямое произведение подгрупп Gc u W,. Соответствую- 
щий изоморфизм факторгруппы G/W, на Ge доставляет, 
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в частности, канонический изоморфизм P(RY)/Q(RVY) на 
группу Ге = Сс ПУ... 

Предположим, что система À неприводима, и восполь- 
зуемся обозначениями предложения 5 из n°2. Положим 
Р, = R, а через R; (1 =) обозначим систему корней, поро- 
жденную корнями a, для j Æ 1. При i = 0 (соотв. i = 1) пусть 
и; — единственный элемент группы W (R;) (отождествляемой 
с некоторой подгруппой в М), который переводит корни си- 
стемы R;, положительные относительно базиса (a;),. ;, в отри- 


цательные корни ($ 1, n°6, следствие 3 предложения 17). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 6. При любом ie TJ элемент у; =t(&;) w;wy 
принадлежит Гс и отображение it у; является биекцией J 
на Ге — {1}. 

С самого начала отметим, что корень W;(G) имеет вид 


N,Q + 2, b;;a; 


и является, следовательно, положительным. 

Докажем, что если i = J, то у; = Гс. В самом деле, пусть 
аеС и 6 = у, (а). При l<j<i и ji справедливо COOTHO- 
шение 


(6, aj) = (0; + wiwo(a), a;) = (W0 (а), w;(a;)) > 0, (2) 
поскольку (а) = —С” и корень w;(a;) отрицательный. 
С другой стороны, 


(6, a;) = 1- (во (а), в; (а;)) > 1- (во (а), а) >0, (3) 
поскольку в, (а) = — С”, а — w;(a;) принимает отрицательные 
значения на —C’ и (w,(a), а) > —1. Наконец, 

(b, а) = п; + (Wo (а), wi (а)) =1- (во (а), w;(a)) < 1, (A) 
поскольку @W)(a) = — С’ и w;(G) — положительный корень. Из 
соотношений (2) — (4) вытекает, что DEC, откуда у; == Гс. 
Ясно, что отображение i +>; инъективно, поскольку у; (0) = &;. 
Наконец, пусть уеГс, у == 1; положим y=pw, где p=P 
ише Я. Так как Гс | М == {1}, то р == 1. Далее, р (0) = (0) = 
ECNP(RY), и предложение 5 влечет существование такого 
ieJ, что p(0)—à&@;. В таком случае уг" (0) =0, откуда 
у==у;, поскольку Ге ПИ ={1}. Этим завершается доказа- 
тельство. | 

Следствие. Beca (@;),., образуют систему представите- 
лей в P(RY) отличных от нуля элементов факторгруппы 
P(RY)/Q(RY). 


В самом деле, если отождествить Le с P(RY)/Q(RY), то 
элемент Y; соответствует как раз классу ®; mod О (ЮУ). 
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Замечания. |) Отображение y+ Y(0) является биек- 
цией Ге на СПР(КЮУ). 

2) Группа С совпадает также с нормализатором группы W, 
в группе автоморфизмов пространства E, наделенного лишь 
аффинной структурой (упражнение 3). 


4. Применение: порядок группы Вейля 


ЛЕММА 1. Пусть Х — локально компактное пространство, 
счетное в бесконечности, G — дискретная группа, действую- 
wan непрерывно и собственно разрывно в X, и — мера >20 
na X, инвариантная относительно G, G’ — подгруппа в G, 
U и ПО’ — два открытых подмножества в X, каждое конеч- 
ной меры ==0. Предположим, что множества SU при seG 
(соотв. s’U’ при 5’ =G’) попарно не пересекаются и что их 
объединение обладает пренебрежимым дополнением. Tceda G’ 
будет конечного индекса в G u (G: G’)=yu(U’)/u(U). 


Пусть (S,), a — семейство представителей правых (смеж- 


ных) классов G по С’. Пусть U, — объединение множеств SU. 
Тогда множества S’U, с s’=G’ попарно не пересекаются и 
их объединением будет М= (] $0. Пусть М’ = [J su. 
5ЕС eG 
Объединение U’ (соотв. И!) и надлежащего подмножества 
в À — М’ (соотв. À — М) будет фундаментальной и, очевидно, 
ц-измеримой областью для G’. Согласно следствию теоремы 4 
из Интегр., гл. УП, § 2, n° 10, w(U’)=p(U,). Этим дока- 
зано, что индекс Сага A=(G:G’) конечен и что u(U’) = 
— (Сага А) в (И). 


[IPEXIOXKEHHE 7. Предположим, что система R неприводи ma. 
Пусть B={a,, ..., а} — базис системы R, f — ее индекс связ- 
ности ($1, n°9) и a=noa,+ ... + па; — максимальный 
корень (относительно порядка, определенного базисом В). 
Гогда порядок группы № равен 


nn... п. 


Пусть (@,, ..., @;) — базис системы P(RV), дуальный к В. 
Ввиду следствия предложения 5 открытый симплекс С с вер- 
шинами 0, n°16, ..., n7!ö, является альковом в Е. Выбе- 
рем меру Хаара u на аддитивной группе И”. Пусть А — мно- 
жество элементов в И” вида &&- ... +80, с 0<Е<!1 
для i=1,..., [. Согласно следствию 2 предложения 15 из 
Интегр., гл. УП, $ 1, n° 10, | 


(Alp (С) = (01) ип... п, (5) 
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Пусть, с другой стороны, A’ — множество элементов 
из И” вида 
‘ V V 
Ei, tant Ee 


cO<E < 1 gani—1, .:.,.4 Поскольку (a, ae ay) — базис 
7-модуля О (ЮУ), можно применить лемму 1сХ = И", G—W,, 


G’=Q, U=C и U’ =A’. Получим 
u (A’)/u (С) = (Таз: Q) = Card W. (6) 


Наконец, можно еще раз применить лемму |, полагая À =V", 
G=P, G=Q, /=Аи U’ = А”. Получим 


и (A) (А) = (Р: Q) = (P(RY): Q(RY)) =}. (7) 


Предложение следует теперь из сравнения формул (5), 


(6) и (7). 


5. Системы корней и группы, порожденные отражениями 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 8. Пусть Е — вещественное гильбертово 
пространство конечной размерности |, 9 — множество аффин- 
ных гиперплоскостей в Е и Ц — группа, порожденная орто- 
гональными отражениями Sy относительно гиперплоскостей 
Не». Предположим, что выполнены условия гл. У, $ 3 
(т. е. что g(H)E= $ для scex HED и geG и что G дей- 
ствует в Е собственно разрывно). Предположим сверх того, 
что 0 — специальная точка для G и что группа переносов Т, 
содержащаяся в Ц, имеет panel. Тогда существует, и притом 
только одна, приведенная система корней Ю 68 V =F", такая, 
что канонический изоморфизм F на У" отображает G в ад- 
финную группу Вейля W, системы КЮ. 


Заметим с самого начала, что условие, наложенное Ha T, 
влечет существенность группы С: в противном случае аффин- 
ное пространство F разлагалось бы в произведение Рух Ё, 
с dimF, <[, группа G отождествлялась бы с группой пере- 
мещений, действующей собственно разрывно в F (гл. У, $ 3, 
n° 8, предложение 6), и Т не была бы группой ранга Г. 

Пусть 9, — множество тех HE, для которых OEM. 
Для H = пусть 9, — множество элементов в 9, парал- 
лельных Н. Поскольку 0 — специальная точка, ® будет объе- 
динением множеств 9, с HE). Пусть HE. Так как 
Г-группа ранга [, найдется о=А, для которого перенос Ha 
вектор о принадлежит Т, a vu Æ H. Гиперплоскости H + kv 
для Е ЕЙ попарно различны и принадлежат множеству Эн. 
Пусть теперь а — унитарный вектор из F, ортогональный 
к Н; тогда H+ (| адае 9,, и, поскольку Ÿ локально ко- 
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нечно (гл. V, § 3, n° 1, лемма |), существует наименьшее 
вещественное число À > 0, для которого H+Aae9,. Мы 
докажем, что §,, есть множество гиперплоскостей H + kaa, 
rae ЕЙ. В самом деле, 


Н’ = Н-+Аае ЗН, 


и элемент S,,,°S,, группы G будет переносом на вектор 2Aa 
(ra. У, 62, n°4, предложение 5). Следовательно, H + 2п^а == 
— (SiS 4) (H) и H+(2n-+ l)Aa = (5,84) (Н’) принадлежат Эн. 
С другой стороны, если LE Ÿ y, то существует &=R, такое, 
что [=Н- Ла, и найдется целое число п, для которого 


либо 2n <&s2n+ 1, либо 2—1 <E< 2n. 
В первом случае (s,5,,) (Ё) = H + (Е — 2п)^а, где 
0 < (Е — 2") ^ KA, 


и из определения числа À вытекает, что & = 2n + 1. Bo вто- 
ром случае 


$н($н$н,) (L) = Н - (21 —&)%а с O<K(2n —E)A <A, 


и из определения А следует, что Е = 2n. 
В итоге получаем, что если ан — линейная форма на F, 
для которой 


Н’ = {хе F| (ay, x)=}, 


то множество Hr; есть множество гиперплоскостей Lay, k= 
—{xe [| (ан, Хх) =} с REZ, причем ан и —@ан будут 
единственными линейными формами, обладающими этим 
СВОЙСТВОМ. 

Таким образом, предложение будет доказано, коль скоро 
мы установим, что множество Ю элементов из Е вида + а, 
является приведенной системой корней 8 V. 

а) Докажем, что выполнено условие (CK;). Ясно, что R 
конечно (поскольку %% конечно) и не содержит 0. Далее, 
R порождает У. В самом деле, если вектор хе F ортого- 
нален к À, то xe H для всех He 9, и перенос на вектор x 
коммутирует с произвольным элементом группы G. По- 
скольку G существенна, это влечет x = 0. | 

6) Докажем (СКи). Как и ранее, для о=У и ге В по- 
ложим [„,={хеР|(, х) =г}; в случае a= Ю положим 
На= [0 И обозначим через $. отображение, сопряженное 
к Sy, Существует однозначно определенный элемент a’ & Р, 
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ортогональный к На и такой, что (av, а) =2. Тогда sy == 


=s, HS =$ у. Для BER имеем 
со,“ Qa Qa, a 
Le (в), 1 — SH, (Li) € P, 
и найдутся VER и пеМ№", такие, что Ls @,1=Ly,n. 
Значит, 


SH, (Ly 1) = Le, ın 


и, следовательно, l/n=&Z. Поэтому n=1l и $. (В) =уе=^. 
Это доказывает (СКи). 
в) Докажем (СКи). Для ае ВЮ положим На=[ыа 1, 


так что 
== На + (1/5) av. 


Перенос f(aY) Ha вектор а”, будучи произведением $„’5 
a a 


(гл. V, $2, n°4, предложение 5), принадлежит подгруппе T, 
и а\ = (а\) (0) является специальной точкой для G. Итак, 
для любого BE R существует проходящая через aY гипер- 
плоскость Le 5 C целым À, а это и доказывает, что (В, a’) = Z, 


т. е. условие (СКи!) выполняется. | 

г) Наконец, очевидно, что Ю — приведенная система, 
поскольку из H, Н’=%, HH’, вытекает непропорцио- 
нальность линейных форм a, и Ay. 


Замечание 1). Условие, что подгруппа Т — ранга 7, вы- 
полняется, в частности, когда С неприводима и бесконечна. 
Действительно, векторное пространство, порожденное век- 
торами переносов из 7, инвариантно относительно канони- 
ческого образа группы С в линейной группе пространства F, 
Оно отлично от {0}, если G бесконечна, и, стало быть, COB- 
падает со всем F, если G бесконечна и неприводима. 


Конечная группа, порожденная отражениями, не всегда 
будет группой Вейля какой-нибудь системы корней. Более 
ТОЧНО: 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 9. Пусть V — вещественное векторное про- 
странство конечной размерности 1, и пусть G — конечная 
подгруппа в GL(V), порожденная отражениями и существен- 
ная. Снабдим У скалярным произведением, инвариантным 
относительно G. Следующие условия эквивалентны: 


(i) в V существует дискретная подгруппа ранга I, устой- 
чивая относительно С; 

(ii) на Г существует Q-crpykrypa (Alg., chap. II, 3° éd., 
$ 8, n°1, определение 1), инвариантная относительно G; 
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(iii) в У существует система корней, группой Вейля ко- 
торой является G; `` | 

(iv) существует дискретная группа G’ перемещений про- 
странства У, действующая собственно разрывно в V, поро- 
жденная отражениями и такая, что G’ будет полупря- 
мым произведением G и некоторой группы переносов 
ранга 1. 

(i)>(i). Пусть V’ CV — некоторая @-структура Ha И, 
инвариантная относительно @, А — конечное подмножество 
в И’, порождающее векторное О-пространство У’. Заменяя A 


на U s(A), можно предполагать А устойчивым OTHOCH- 


seG 
тельно G. Пусть В — подгруппа в У, порожденная A. Оче- 


видно, В устойчива относительно G, конечного типа и без 
кручения; она допускает, следовательно, базис над Z, кото- 
рый будет одновременно базисом У” над Q и, стало быть, 
базисом V над В. | 

(iii) = (ii). Это вытекает, скажем, из предложения 1, SE в. 

(iv) =} (iii). Пусть G’ — группа, удовлетворяющая усло- 
вию (iv). Подгруппа переносов в G’ имеет ранг |, a 0 
является специальной точкой для G’, как это следует из 
предложения 9 гл. У, $ 3, n° 10. Предложение 8 утверждает, 
что существует приведенная система корней Ry B И", такая, 
что G’ отождествляется с W,(R,); группа @ будет тогда 
группой Вейля системы корней, дуальной к Ro. 

(1) = (iv). Предположим, что С оставляет устойчивой 
дискретную подгруппу MCV ранга [. Для любого отраже- 
ния Se С включение $(х) — хе М справедливо, каково бы 
ни было хе М, поэтому прямая D,, ортогональная к MH, 
пересекает М. Пусть a, — а. — образующие циклической 
группы О, М. Множество А всех a, и — а; устойчиво OTHO- 
сительно С и, следовательно, порождает подгруппу М’ < M, 
устойчивую относительно @; дискретная группа М” будет 
ранга /, потому что С существенна. Пусть С’ — группа 
аффинных преобразований И, являющаяся полупрямым 
произведением С и группы переносов на векторы, при- 
надлежащие М’. Обозначим через С! подгруппу в С”, 
порожденную отражениями из G’. Доказательство будет 
завершено, коль скоро мы установим, что Gi = G’. Прежде 
всего Gj 2G, поскольку группа С порождена отражениями. 
Далее, для любого отражения $ < С пусть 2, — перенос Ha 
вектор Q,. Преобразование $ of, будет отражением и $ ° & ЕС’; 
стало быть, 1, есть произведение двух отражений из С’. 
Будучи справедливым для любого отражения SCG, это 
замечание показывает, что все переносы на векторы, при- 
надлежащие М”, содержатся в Gi. 


8 Зак. 61. Н. Бурбаки 
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Группа G, удовлетворяющая эквивалент- 
ным условиям предложения 9, называется кристаллографи- 
ческой группой. 


Замечание 2). Пусть G — конечная группа, порожденная 
отражениями и существенная. Для того чтобы G была 
кристаллографической группой, необходимо и достаточно, 
чтобы любой элемент ее матрицы Кокстера был равен одному 
из чисел 1, 2, 3, 4, 6. В самом деле, в соответствии с за- 
мечанием 3) из $ 1, n°5, это условие необходимо. Доста- 
точность условия вытекает из классификации конечных групп 
Кокстера, которая будет приведена в $ 4 (непосредствен- 
ное доказательство см. в гл. V, $ 4, упражнение 6). 


$ 3. Экспоненциальные инварианты 


В этом параграфе буквой А обозначается коммутатив- 
ное кольцо, не сводящееся к 0 и обладающее единичным 
элементом. 


1. Алгебра свободной коммутативной группы 


Пусть Р — свободный #-модуль конечного ранга J. Обо- 
значим через A[P| (групповую) алгебру над A аддитивной 
группы Р (Alg., chap. III, 3° éd., $2, n°6). Для любого реЕР 
обозначим символом е’ соответствующий элемент алгебры 
ATP]. Тогда (e"),.p будет базисом А-модуля A[P] и при 
любых р, p’ =P будут выполняться соотношения 


eer—=ert, (e\'=er, 60=[. 


JIEMMA 1. Допустим, что кольцо А факториально (Kom. 
алг., гл. УП, $ 3, n° 1, определение |). 

(i) Кольцо AÏP| факториально. 

(ii) Если и, о — непропорциональные элементы из P, To 
элементы 1 —е", 1 —e” алгебры А[Р] взаимно просты. 


Пусть (ри, Do, ..., Ри) — базис группы Pu X,, Xo, ..., Xy — 
переменные. Тогда А-линейное отображение кольца A[X),... 


..., Хь Xi, ..., X7 | на A[P], переводящее ХХ... X 


(где my, п.,..., ШЕЕЙ) в ei Tl является изоморфиз- 

MOM колец. Но A[X,,..., ХИ — факториальное кольцо (Комм. 
ый ай 

алг., гл. УП, $ 3, n°5), а так как AIX ree. co AT Se dl he 


кольцо отношений (дробей) кольца A[X,, ..., Хи, то и оно 
факториально. | 

Пусть P’ (соотв. Р”) — множество элементов из Р, крат- 
ные которых принадлежат Zu + Zu (соотв. Zu). Тогда P/P’ 
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и Р’/Р” будут группами без кручения, так что существуют 
некоторое дополнение к Р” в P’ и некоторое дополнение 
к Р’вР. Существуют, следовательно, базис (21, 2.,..., 21) 
7-модуля P и целые рациональные числа |, т, п, для KOTO- 
рых и=]а, v=mz, + п», i> 0, n> 0. Положив X;, =е* 
для 1<i<l, будем иметь 1 — e* =1—X/,4 — е* = 1 — XX, 
Пусть À К — алгебраическое замыкание поля частных кольца А, 
так что А[Р] отождествляется с некоторым подкольцом 


—1 —1 < 
кольца B=K|X,,..., Xi, Хто ..., X7 |. Для любого корня 
j-H степени из единицы 2 элемент |—2А, экстремален 
в K[X,,..., Хи; кроме того, идеал, порожденный | — zX,, 


не содержит ни одного одночлена от переменных Х;. Мы 
делаем заключение, что идеал (1—2X,)B кольца В есть 
простой идеал высоты | (Комм. алг., гл. УП, $ 1, n°6), 
значит, элемент | —2Х, экстремален в В. Поэтому экстре- 


мальные множители в В элемента | — X{ имеют вид 1 — 2X1. 


Ho ни один из этих множителей не делит 1 — ХГХ> в В 
(ибо гомоморфизм [: В -> В, для которого f(X,)—2"!, [(X,)= 
=X; при i>2, удовлетворяет соотношениям 


f(l—2X)=0 и F(1—XTXS)=1—2 "ХЗ #0). 


Итак, 1— X! и 1— ХХ? взаимно просты в В. Стало быть, 

общий делитель в A[P] элементов 1 — X{ и 1— ХХ? обра- 

тим в В, т. е. с точностью до умножения на элемент вида 
к yk k 

X;1X,2... X)! равен некоторому элементу a= À; вдобавок 

a — делитель | в À и, значит, обратим в À. В конечном 


счете 1-X и 1-Х! X? оказываются взаимно простыми 
в А[Р]. 


2. Случай группы весов; максимальные члены 


Сохраняя обозначения предыдущего пункта, мы рассмот- 
рим приведенную систему корней R в вещественном вектор- 
ном пространстве И. В этом параграфе в качестве Р будет 
взята группа весов системы R ($ 1, n° 9). Группа W=W (R) 
действует на Р, а поэтому также и на алгебре А[Р]; именно, 
w (е?) =e”) для WEW ирЕЕР. 

Пусть С — какая-то камера системы R ($ 1, n°5) и B= 
= (a;), _‚_, — соответствующий базис. Введем на V (а следо- 
вательно, и на Р) структуру порядка, определяемую камерой С. 
Соотношение p>p’ для элементов р, p = P справедливо 
тогда и только тогда, когда р — р’есть линейная комбинация 
с положительными коэффициентами корней а. 


8* 
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Пусть х = У хе’ —элемент алгебры А[Р]. 
peP 


Множество $ тех p=&P, для которых x, 0, называется HO- 
сителем элемента X, а множество À максимальных элементов 
из $ —его максимальным носителем. Говорят еще, что X,e? 
для pe есть максимальный член элемента X. 


р а 
JIEMMA 2. Пусть хеЕА[Р|, и пусть (x,e )=х — семейство 


максимальных членов элемента x. При данном q & P пусть 
y — элемент из A[P], для которого е1 — единственный макси- 
мальный член. Тогда семейством максимальных членов про- 


p+q 
изведения ху будет (хре er 


Положим x= У xe, y= due и xy = ze‘. По усло- 
p r t 


BHO r <q для всех ге=Р, таких, что y, #0, и z= % 20 
p+r=t 

Если t=p+gq=—p’+re рел и xpy, Æ 0, TO r <q, от- 

куда p’ >p и, следовательно, p’ =p. Поэтому 2,49 == хр, = 

=X, 0. Это показывает, что À - д содержится в носителе 


произведения ху. 

С другой стороны, если t= р’ + гс xpy, #0, то найдется 
элемент ре À, такой, что р’<р, и < р-4. Значит, мак- 
симальный носитель произведения ху содержится в À + q. 
Так как два элемента из À + q не сравнимы, то получается, 
что À + q есть в точности максимальный носитель произве- 
дения ху. Но, как мы уже видели выше, 2+. = Xp для pe, 
чем и завершается доказательство леммы. 


Замечание. Так как максимальный носитель элемента 
х == 0 не пуст, то лемма 2 показывает, что X = 0 влечет 
xy == 0 всякий раз, когда у обладает единственным макси- 
мальным членом вида e%. 


3. Антиинвариантные элементы 


Сохраняя обозначения предыдущего пункта, будем обо- 
значать через e(w) определитель элемента ше. Имеем 


в (и) = (— 1)”, 


где длина 1 (w) берется относительно семейства отражений Sq.. 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Элемент x = А[Р] называется антиинва- 
риантным относительно №, если 


w (x) == (и) - x 
Оля всех WEW, 
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Антиинвариантные элементы алгебры A[P] образуют А- 
подмодуль в A[P]. Для любого x = A[P] положим 


I(x)= 2 e(w)- w(x). (1) 
weW 


Каковы бы ни были x= A[P] u ше 7, имеем 


и (7 (х)) = % e(v)-wo(x)=e(w) À e (0) -0(х) =e (w) - J (x), 
ve W ve W 

так что J (X) — антиинвариантный элемент. С другой стороны, 
пусть 4 = Сага (Я). Для любого антиинвариантного элемента 
x = A[P] справедливо соотношение / (х) — q:x. Отсюда сле- 
дует, что при 4, обратимом в А, отображение 4-7 является 
проектированием A|P] на подмодуль антиинвариантных эле- 
ментов. 

Пусть ©, ..., ®; — фундаментальные веса, соответству- 
ющие камере С. Элементами из РПС (соотв. РПС) будут 
веса вида nö, + ... + що, где и; >0 (соотв. п; > 0) для 


1<1</ ($ 1, n°10). Далее, 
р=@, +... +O 


есть полусумма положительных корней (там же), и элемен- 
тами пересечения P NC будут также веса видар + ререРПС. 
Наконец, если реРПС, то w(p)<p для всех ш == 1 ($ I, 
n° 6, следствие предложения 18) и, следовательно, e” — един- 
ственный максимальный член элемента J(e?). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 1. Если 2 не является делителем нуля в À, 
то элементы J(e?) для p=PNC образуют базис модуля 


антиинвариантных элементов алгебры ALP]. 


При weW и реРПС веса w(p) попарно различны. 
Отсюда следует, что элементы J(e?) для ре РПС линейно 
независимы. 


Пусть теперь x= 2) x,e” — антиинвариантный элемент 


р 
алгебры A[P]. Если вес ру принадлежит какой-нибудь стенке, 
то он инвариантен относительно некоторого отражения SEW u 


x= Nie = — S(x) = — У x,es ), 
p p | 


Получаем 2x,,=0, откуда х„==0. Любой элемент, не при- 
надлежащий ни одной стенке, записывается однозначным 
образом в виде w(p) с ше и ре РПС. Следовательно, 


= > > Eu (ре? {Р). (2) 


pzPNCweW 
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Так как w(x) = > Ser) = = (w) >) хьеР, TO Xw(p) —E(W)X,, и 
р р 


из (2) видно, что 


x= D хе 


реЕРПС 
тем самым доказательство завершено. 
Рассмотрим теперь элемент d алгебры A P|, опреде- 
ленный соотношением 


de II (e2/2 — e-a/2) — 


aeR, a>0 
— pP. = —a) — | | 
” tte 3) 
=et. |] (e*—1). 
aeR,a>0 


Так как 9&P, то de A[P]. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2. (i) Элемент 4, определенный соотноше- 
нием (3), есть антиинвариантный элемент алгебры А[Р]; его 
единственным максимальным членом (n° 2, определение 1) 
является еб, и d=J(e°). | 

(ii) При любом pe P элемент J(e?) однозначно делится 
на d и дробь J(e”)/d является элементом алгебры А[Р], 
инвариантным относительно У. 

(111) Если 2 не является делителем нуля в А, то умноже- 
ние на d будет биективным отображением множества эле- 
ментов из A[P], инвариантных относительно №, на множество 
антиинвариантных элементов алгебры А[Р]. 


Известно, что при ISIS! отражение $5; = 5%, оставляет 
устойчивым множество положительных корней, отличных 


OT @;, и что $5; (а;) = — a; ($ 1, n°6, следствие 1 предложе- 
ния 17). Поэтому 
(а) == (ее) Хе") = 
aeR,a>0, #0, 
= —4==8($;) - а. 


Так как $; порождают W, то этим доказано первое утвер- 
ждение в (i). Второе утверждение в (i) немедленно вытекает 
из (3) и леммы 2 с учетом того факта, что | — единственный 
максимальный член элемента | —e-* при ас Ю, a > 0. 
Предположим на время, что А = Z. Ввиду предложения | 
имеем | 
d= >, este") € CE. (4) 


реЕРПС 
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С другой стороны, нетрудно видеть, что 


d=e + У сие". | (5) 


a<p 


Если рЕРПС с р==0, TO p>p, и коэффициент при e? ва 
будет равен нулю, как это явствует из (5). Поэтому с,=0. 
Далее, сравнение коэффициентов при е? в (4) и (5) показы- 
вает, что с, ==1| и, следовательно, 4 == J (ef). 

По-прежнему мы предполагаем, что А — Z. Пусть pe P, 
о = Ru М—система представителей правых классов группы М 
по подгруппе {1, s,}. Имеем 

Г(е”) = У e(w)e + У e(saw) era? 
М we M 


we 


Но s,w(p)=w(p)—@Y, w(p))a=w(p)+ пьа, где ty & Z. 


Значит, 
7 (г) = 2 e(w)e" (1 — eo), 
we M 


Ясно, что | — e"*" при п, >0 делится на | —e”; то же самое 
верно и при Ny < 0, поскольку 1 — etw! = — e"w*(] —е па”), 
Следовательно, / (е?) делится в Z[P] на 1 — et. 


По лемме | кольцо Z[P] факториально, а элементы 1 — ef 
при а= К, а > 0, попарно взаимно просты. Отсюда следует, 


что J(e’) делится в Z[P] на произведение |] (1 —et) и, 
a>0 


стало быть, Ha d=e |] (et — 1). 
a>0 

Обратимся теперь к общему случаю. Расширяя кольцо 
скаляров с Z до À, мы получаем из предыдущего, что d= 
— J (e°) и что всякий элемент / (г?) делится на 4. Поскольку d 
допускает е? в качестве единственного максимального члена, 
замечание из n°2 показывает, что существует лишь один 
элемент у= А[Р], для которого J(e’)=dy. Отсюда тотчас 
получается, что у инвариантен относительно W, поскольку d 
и J(e?) антиинвариантны. Этим доказаны (i) и (ii). 

Наконец, если 2 не является делителем нуля в А, то 


замечание из n° 2 и предложение | влекут (iii). 


Замечания. 1) Если 2 не является делителем нуля в А, 
то, как легко проверить, 4 — единственный антиинвариантный 
элемент кольца А[Р], допускающий еб в качестве максималь- 
ного члена. | 

2) Лемма 2, n° 2, показывает, что единственным макси- 
мальным членом дроби J(e’)/d (для p=PNC) будет er. 
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4. Инвариантные элементы 


| W 
Пусть A[P] — подалгебра в A[P], состоящая из элемен- 
‚тов, инвариантных относительно W. Обозначим через М. р 


орбиту точки pe P относительно №, а через $ (e) = де 
qeW-p 


сумму различных образов элемента е? при действии WV; это 


будет инвариантный элемент. Если реРПС, то w(p)<p 
для всех weW ($ 1, n°6, предложение 18) и e° — единст- 
венный максимальный член суммы 5 (e?). 


W 
Пусть x= re’ = A[P] ; Очевидно, Xw(p) — Xp При всех 


р 
p=P и всех ше. С другой стороны, любая орбита 
группы Й в Р пересекает РПС в одной и только одной 
точке ($ 1, n°5, теорема 2). Следовательно, 

x= >> _KpS (eP). (6) 
p=PNC 
Получается 
JIEMMA 3. А-модуль A[P]” допускает в качестве базиса 
семейство сумм $ (ег?) для реЕРПС. 
Более общо, справедливо 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 3. Для любого p = Pf) С обозначим через X, 


элемент из A[P]”, обладающий единственным максимальным 
членом е’. Семейство (х›),_рпё будет базисом А-модуля 


АР. 
Докажем сначала одну лемму. 


JIEMMA 4. Пусть [— упорядоченное множество, удовле- 
творяющее следующему условию: 

(МИН) Всякое непустое подмножество в I содержит мини- 
мальный элемент. 

Пусть Е — А-модуль, (e;),., —eeo некоторый базис и 
(x;), =, — такое семейство элементов из Е, что 


: | 
хх = e; + 2 dije; 
j<i 


для всех iG! (ca;; = À и с конечным носителем семей- 
ства (а; ;) при всех i). Тогда (х;), _, будет базисом А-модуля Е. 


iel 
Для любого подмножества JC/ пусть Е, будет nom 
модулем в Е с базисом (e;),_,. Пусть, далее, © — множе- 


ство подмножеств J I, обладающих двумя следующими 
свойствами: 
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(а) если Linie, то Г SJ; 

(6) (xi),=, — базис подмодуля E,. 

Непосредственно проверяется, что © упорядочено по 
включению, индуктивно и непусто. Следовательно, оно обла- 
дает максимальным элементом J. В случае J ==[ возьмем 
3a ip) минимальный элемент в / —У и положим /’=/ U {1}. 
Всякий элемент i & 1, такой, что À < ip, принадлежит тогда J; 
отсюда заключаем, что J’ удовлетворяет условию (а). Далее, 
J’ удовлетворяет условию (6), ибо 


e, —=х. — > u. Ель 
io Lo (i, 107 | 


Следовательно, J’ = ©, и мы получили противоречие. Значит, 
] =1[, а это и доказывает лемму. 


Докажем теперь предложение 3. Применим лемму 4 
к множеству [=РПС. Пусть gel, и пусть I, — множе- 
ство p=l, таких, что pq. Если ре[., то соотношения 
q—p>0, pec, geC 
влекут | 
(q—plp)20 и (949—219) 20, 


(pip) <(p1q) < (4194). 


Следовательно, множество [, ограничено. Поскольку 7 nm- . 
скретно, это значит, что /, конечно, и ясно, что / удовле- 
‘творяет условию (МИН). С другой стороны, при всех pel 
справедливо соотношение 


x, = €? + > tf, 


откуда 


откуда с учетом (6) имеем также 
хр=$ (е?) + 2% ‚Сре te"). 


qa<p, ge 
Предложение вытекает теперь из лемм 3 H 4. 
ТЕОРЕМА 1. /1yCTe &,..., ® — фундаментальные веса, 


соответствующие камере С, и при 1<1 пусть x; — элемент 


из A[P]”, допускающий e°i в качестве единственного макси- 
мального члена. Пусть 


ф: A[X,, ..., ХЛ — A[P]” 


— гомоморфизм алгебры многочленов A[X,, ..., ХУ в A[P]”, 
переводящий X, 8 x; Отображение ф является изоморфизмом. 
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Из леммы 2 следует, что образом одночлена xv} oe Хи 
при отображении ф будет элемент, допускающий в качестве 
единственного максимального члена е"1°!* `` +719, Поскольку 
произвольный элемент из РПС однозначно записывается 
в виде по + ... Рю, предложение 3 показывает, что 
образы одночленов Х\!... X7! при отображении ф образуют 
базис А-модуля A[P]”, откуда и вытекает теорема. 

ПрРимеЕРЫы. 1) Можно взять x = S(e°i). 


2) Ввиду замечания 2 в n°3 можно взять х; == J (e°*°: Vid 
(B обозначениях n° 3). 


$ 4. Классификация систем корней 


1. Конечные группы Кокстера 


В этом параграфе мы собираемся описать с точностью 
до изоморфизма все системы корней и, следовательно, все 
кристаллографические группы ($ 2, п°5). Более общим обра- 
зом мы начнем сейчас с описания всех конечных групп, 
порожденных отражениями в вещественных векторных про- 
странствах конечной размерности; оно сводится (гл. V, 
$ 4, n°8) к описанию всех конечных групп Кокстера или же 
(там же, теорема 2) всех матриц Кокстера конечного порядка, 
с которыми ассоциирована невырожденная положительная 
билинейная форма. 

Пусть М = (т;,) 


рядка J. Положим 


‚ jer — Матрица Кокстера конечного по- 


Я: == — COS (n/m;;). 


Напомним, что д; =1 и что 9,;=9;: равно нулю или < — '/› 
при ij. Положим Е —R' и выберем канонический базис 
(e;),-, в Е. Обозначим через (x|y) билинейную форму Ha Ё, 
ассоциированную с М (гл. У, § 4, n°1), а через g квадра- 
тичную форму x+>(x|x) на Е. Для x = 2 Ее: = Е имеем 


iel 


== À, аи}. 


Символом (Х, 7) обозначим граф Кокстера матрицы M (гл. IV, 
$ 1, n°9). Если а — ребро графа Х, то будем говорить, что 
# (a) — порядок ребра а. 

На всем протяжении этого пункта мы будем предпола- 
гать, что группа Кокстера W (М), определенная матрицей М 
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(гл. У, $4, n°3), конечна, так что форма g невырождена 
и положительна, а À есть лес (гл. У, $ 4, n°8, предложе- 
ние 8). Предположим сверх того, что граф Х — связный 
(другими словами, что группа Кокстера У (М) неприводима), 
так что Х есть дерево. 

Выражая тот факт, что форма 4 невырождена и поло- 
жительна, мы получим условия на M;;, которые позволяют 
составить список возможностей для соответствующих графов 
Кокстера; затем остается лишь убедиться в том, что эти 
возможности действительно реализуются, т. е. что соответ- 
ствующие группы И (М) будут конечны. 


ЛЕММА 1. При всех i справедливо неравенство D 9 ‚< 1. 


Пусть J — множество тех j = /, отличных OT i, pan KOTO- 
рых gi; Æ 0, т. е. для которых fi, j} будет ребром графа À. 
Если |, ГЕТи j Æ Г, To {j, Г} не будет ребром (в против- 
ном случае i, |, Г составляли бы цикл), поэтому (e,|[e,)= 0. 
Пусть F= У Re ;. Тогда (e;) 

je] 


сом подпространства F. Расстояние 4 oT e, до Г выра- 
a PERS PES 0: Е, ВИ 2 
жается формулой 4 = | — à (e, | e,) == } 2 qi, =] 29, 
jel ied] _ ii 
из которой и следует утверждение леммы. 


jer будет ортонормальным бази- 


ЛЕММА 2. Вершина графа Х не может принадлежать 
более чем трем ребрам. 


В самом деле, если вершина i соединена с À другими. 
1 
вершинами, то соотношения 4 для этих других вершин 


влекут по лемме | неравенство —- a |, поэтому ASB, 


ЛЕММА 3. Если i принадлежит трем ребрам, то это будут 
ребра порядка 3. | 
В 


В противном случае, учитывая соотношение COS — : NC 


VG>7 ++ (2 y=1, 


15 


мы имели бы 


что невозможно (лемма 1). 


ЛЕММА 4. Если существует ребро порядка > 6, то [=2. 


В самом деле, пусть таким ребром является {i, N. В слу- 
чае / > 2 одна из вершин i, j (например, i) была бы соеди- 
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нена с какой-нибудь третьей вершиной j’, поскольку граф 


| : T 
Х—связный. Учитывая соотношение COS —— ‚ мы имели бы 


в в 
Ув, > u, 


k#i 
что невозможно (лемма 1). 


JIEMMA 5. Никакая вершина графа X не может принадле- 
жать двум различным ребрам порядка >A. 


Если бы i была такой вершиной, то выполнялось бы 


соотношение 
V2 V2 Ÿ 
aes 2 ) + | 2 J=1 
ji 
а это невозможно (лемма 1). 


Пусть {i, j} — ребро графа X. Мы определим новый граф 
Кокстера, о ‘котором говорят, что он получается из графа 
матрицы М отождествлением i и |. Множеством I’ его 
вершин будет фактормножество множества /, получающееся 
при отождествлении i и j. Пара р == {4 j} является элемен- 
том в [”; отождествим элементы множества /, отличные OT 
Ги |, с их каноническими образами в /”. Пусть А, К’ — два 
различных элемента из J’. Тогда {k, k’} будет is HOBOTO 
графа в следующих случаях: 

1) А и À’ отличны отр, и {k, k’} является ребром X; 
в этом случае порядок нового ребра полагаем равным т,,,; 

2) Е=р, и одно из множеств fi, k’}, {j, R’} является 
ребром графа X; полагаем порядок ребра {p, k’} равным m,,,, 
если {1, k’} — ребро X, u My, если ребром X является {j, k’} 
(обе возможности не могут встретиться одновременно, по- 
скольку Х — дерево). 


Пусть M'—(m;;) — определенная таким образом новая 


i, jel’ 
матрица Кокстера; положим 4,,= При kp 
т; | 
имеем Gr = Vie + jx: Следовательно, если (Е;) Е R’, 
a 2, The Se = À PT „Far ES La _Àà (ait qi) u. 


Полагая Ё; = ra получаем 
Ten Seek’ dé м 2 ; Van Seer’ LS ыы u & sin + “a 29,,8:5; = 
it > App Skok’ = (1 Е 24!) Eo (1) 


К, КЕ! 


2 
k,k'el" 
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JIEMMA 6. Если ребро {i, |} порядка 3, то W (M’) — ко- 
нечная группа Кокстера. 
1 


В самом деле, Qi =— 5, Поэтому соотношение (1) при- 


нимает вид 


ЧъыбьЕ в == A 2 ; Taw Seep (2) 


rer 


и, стало быть, ($,),_,? > „ dee KER — невырожденная 
k ke 


положительная квадратичная ann Поэтому достаточно 
применить теорему 2 из гл. V, $ 4, n°8. 


ЛЕММА 7. Имеет место следующая альтернатива: 

а) À обладает точкой ветвления (гл. IV, Дополнение, n° 1), 
причем только одной, и все ребра Х имеют порядок 3. 

6) Х является цепью и обладает не более чем одним 
ребром порядка —4. 


Рассуждаем по индукции относительно . 

а) Предположим, что X обладает точкой ветвления i. 
Тогда i принадлежит трем ребрам порядка 3: fi, ki}, {2 Ro}, 
{i, Rs} (леммы 2 и 3). Если [=4, то лемма доказана. Если же 
[>> 4, то одна из вершин, например À;, принадлежит ребру, 
отличному от предыдущих, поскольку граф À — связный. 
Отождествим i u К, в графе Кокстера матрицы М. Получим 
новый граф, к которому по лемме 6 можно применить пред- 
положение индукции. Но образ р точки i будет точкой вет- 
вления нового графа X’. Поэтому у графа X’ нет других 
точек ветвления, а все его ребра имеют порядок 3. Значит, 
и у Х все ребра будут порядка 3, и никакая точка, отлич- 
ная oT i u ky, не будет точкой ветвления. Если бы À, была 
точкой ветвления в À, TO р принадлежала бы по крайней 
мере четырем ребрам в X’, вопреки лемме 2. 

6) Предположим, что Х не обладает ни одной точкой 
ветвления. Тогда Х является цепью (гл. IV, Дополнение, n°3, 
предложение 3). Пусть {i, j} — ребро порядка > 4. Если 1=2, 
то лемма тривиальна. Если же это не так, то, скажем, вер- 
шина À принадлежит ребру fi, К} с k == j (из-за связности X). 
Это ребро будет порядка 3 (лемма 5). Отождествим [и À 
в графе Кокстера матрицы М. Ввиду леммы 6 можно при- 
менить предположение индукции. Пусть р — образ точки À 
в новом графе X’. Ребро {p,j} в X’ имеет порядок 24, 
поэтому в À” нет других ребер порядка >4 и, стало быть, 
{i, J} — единственное ребро порядка 24 в X. 
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JIEMMA 8. Пусть вершины ij, ty,...., lp графа X таковы, 
что fi, is}, fig, is}, ..., (›-иИр} будут ребрами порядка 3. Тогда 


р 
1 
q D re, =a PER 
r=] 


/ 


| 
Имеем (61, |2:,)=1, (|9) =-— 5 и (@, |2.) =0 при 


$ > г- 1. Следовательно, 


р—1 


(Se, |= ye > r(r+ N=p—y r 


rm] r=! r=| 


Согласно следствию предложения 14 из Геор. множ., гл. III, 
$5, n°8, это равно 


— 1 p(p—1)=+4 p(p+ 1). 


JIEMMA 9. Предположим, что X — цепь с вершинами 1, 
2, aca, 4 e ребрами 1,2. 12.3}... # — 1, 0. 

(i) Если одно из ребер {2, 3}, {3, 4}, ..., 1 — 2,1 — 1} имеет 
порядок —4, то это ребро будет на самом деле порядка 4, 
а граф будет следующим: 


4 


Qe O00 


(ii) Если ребро 1, 2} имеет порядок 5, To граф будет 
одним из следующих: 


2 3 3 


Можно считать > 2 (лемма 4). Допустим, что ребро 
{44 Е} с 1<1<1/—1 имеет порядок >24. Положим 


х.—е + 26 +... tie, 
и=е:--3а_-... +@—ден и j=l—i. 


im a 
По лемме 8 будет | F= i+ 1), УР= 5 УИ. C apy- 


гой стороны, (x |y) = if (е; les) = — И cos — с m—4 или 5 
(лемма 4). Имеем 
(х 19) <1 УР, 
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TG + DG+D> 2Рсо? +, 
откуда 
G+DG+D> 4éj cos? — > dij. (3) 


Это дает ij —i—j—1<0, или (i—1)G—1) <2. Если 
[<i<l—l, 


тои 1<j<i-— |, поэтому i=j=2 и, кроме того, 


л qt n | 
9 > 16 cos? —-, следовательно, cos? = cos’ — ) 


так что т=4. Этим доказано (i). Е il] М M0, ТО, 
ЕЕ 5 V5. ie 

согласно (3), 2j--2> dj —,—_.,, nau | — — = 2.I< V5+ 1<4 

и, стало быть, [=] +] <4. Tem ER доказано утвержде- 

ние (ii). 


JIEMMA 10. Если Х допускает точку ветвления i, то целый 
подграф X — {i} является одъединением трех цепей, и если 
р—1, 9—1, r—1—Oaunot этих цепей, то тройка (р, 4, г) 
с точностью до перестановки совпадает с одной из троек 
(1, 2, 2), (1,2, 3), (1, 2, 4), (1, 1, т) (для какого-нибудь т > 1). 


Вершина i принадлежит трем ребрам (лемма 2) и не 
существует никакой другой точки ветвления (лемма 7), по- 
этому целый подграф X — {i} состоит из трех цепей X,, Xo, Х., 
концевые вершины которых (по одной в каждом À;) соеди- 
нены с i в X. Пусть fü, ig}, {io 5,..., @р-ь 5} — ребра. 


цепи Ху, {15 jo}, [ees PET ja} —pe6pa B Xo, {Ri Ro}, en {R.-15 Ry 


1) Корни 5-й степени из 1, отличные от 1, являются решениями 
1 | 
уравнения 2“ + 23 -{ 2? + 2-1 ==0. При подстановке x == 5 |2 a — | это 


уравнение принимает вид (2x)? — 2 + 2x +1=0, или 4x2 9х — 3 = 0, 


Ore een ae es 
д Be ИБ —1 x ЗУБ 5. 9 
cos 5 l = cos = 1 ‚ cos 5 8 23 >16’ 
on 14+V5 
st CT Gé. 
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ребра в Хз, где i, Л, Rk; соединены Ci B À. Можно пред- 
полагать P>g>r>|. Положим 


+ "à + рег, 


x= “4 +- 2ei ,_, 


y= e;, + 2e;,_, + .-. 798, 


+... + Fes. 


— 6) 
Z=Ce + 2ee _, 


Поскольку все ребра в Х порядка 3 (лемма 7), лемма 8 
1 | | 

дает |хР=р(р tl), lylP= >aq@+ 1), IzF=sr(+ 1. 

Далее, е; ортогонален к @j,, Bin...» ei, откуда (e; |x) == 

== p(e;|e;)= — +P. Аналогично (e; |y)—— > а, (e; |=) == _> г. 


Векторы Их, Пи y, zi’ 2 являются единичными и 
попарно ортогональными, и е; не принадлежит порожденному 
этими единичными векторами подпространству F. Квадрат 
расстояния от е; до Е равен | 


(hi) — (el aor) (eltern) = 


Выражая тот факт, что эта величина > 0, приходим к Hepa- 
венству 


p+D а +(r+DT>L (4) 


Таким образом, 3(r+1) > 1, откуда r<2 и, наконец, 
r= |. Поэтому (4) дает 


© +@+N">z, (5) 


так что 2(g +1) > откуда g<2. Наконец, если 4 — 2, 


| a 
то (5) приводит к 


в '> с, откуда p&4. 
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ТЕОРЕМА 1. Если (W, S) — неприводимая конечная система 
Кокстера, то ее граф Кокстера изоморфен одному из сле- 
Эующих графов: 

А, в о (121 вершин) 


Be eee (122 вершин) 


D; vo oT (124 вершин) | 
Es eu ni 

Е? dr ste 

Es О 


F4 o— 1 — 1 


Be 

Hs 22.» 

H4 me 

(р). < о(р=5 uau p > 7)- 


Эти графы Кокстера попарно неизоморфны. 


В самом деле, пусть М==(т;,) — матрица Кокстера 
системы (W, S), и пусть / = Сага ($). Если одно из чисел m;; 
будет > 6, то { =2 (лемма 4), и граф Кокстера системы (W, $). 
должен иметь тип Gy или [5 (р) ср >7. Предположим теперь, 
что все M; SO. 

а) Если не все m;; равны 3, то графом X системы (W, 5) 
будет цепь, и лишь одно из M;; будет равно 4 или 5 (лемма 7). 
Если одно из M;; равно 5, то, как показывает лемма 9, BO3- 
можны лишь типы Hz, H, или [5(5). Если одно из чисел ту} 
равно 4, то снова по лемме 9 возможен лишь один из 
типов Ву, Р.. 

6) Предположим, что все m;; равны 3. Если À является 
цепью, TO наш граф Кокстера имеет тип A;. В противном 
случае на основании леммы 10 заключаем, что он имеет 
ТИП Be, En £a HJIH Dj. 

Попарная неизоморфность перечисленных графов Кок- 
стера очевидна. | 


Обратно, имеет место 


ТЕОРЕМА 2. Группы Кокстера, определенные графами 
Кокстера A, By ..., 1,(p) из теоремы |, конечны. 
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Это очевидно в случае /,(p), когда соответствующая группа 
будет диэдральной группой порядка 2р (гл. IV, $ 1, n°9). 
Для Н. соответствующей квадратичной формой является 


ааа, — 2 (08 т], = 


еее EE EE — Las SEE = 


у 2 
(вв УЕ в} + 
3 _ Ä 

+3 (5 ~ 13) oe 

Tak Kak 7—3V5>0, то эта форма невырождена и 

положительна, а соответствующая группа Кокстера конечна. 

То же самое относится и к. группе Н., поскольку она H30- 

морфна некоторой подгруппе предыдущей группы (гл. IV, 
$ 1, n°8). 

Для типов A, By; ..., Go мы построим в n° 5—13 системы 

корней, группы Вейля которых будут как раз искомыми 

группами. Тем самым будет установлено, что эти группы 


являются не просто конечными, но и кристаллографическими 
($2, n°5). 


2. Графы Дынкина 


Допуская вольность речи, мы назовем нормированным. 
графом пару (Г, f),. обладающую следующими свойствами: 

1) Г является графом (именуемым a подчиненным 
паре (Г, f)); 

2) если Е обозначает множество пар (i, j), таких, что {i, j} 
будет ребром графа Г, To ] является отображением. Е в В, для 
которого / (i, 71 (1, i) =1, какова бы ни была пара (i, Л] ЕЁ. 

Очевидным образом определяется изоморфизм нормиро- 
ванных графов. 

Пусть À — приведенная система корней в вещественном 
векторном пространстве У. Сопоставим ей некий нормиро- 
ванный граф (X, f), называемый графом Дынкина системы À. 
Вершинами в X будут элементы множества / орбит группы 
W (R) в объединении множеств {В} X В (с В, пробегающим 
множество базисов системы К). Если М =(nj;); ‚=, (соотв. 


М = (т: )), , 2j) — каноническая матрица Картана (соотв. ма- 
трица Кокстера) системы R ($ 1, n°5, замечание 7), то две 
вершины Ги] в X будут соединены тогда и только тогда, 
когда nj; 5= 0. В таком случае положим 


ii paz. 


ji 
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Поскольку n,;=0 влечет п —0, тем самым вполне опре- 
делен нормированный граф (X, f). 

Пусть (x|y) — скалярное произведение на И, инвариант- 
ное относительно (К), и В == (0;), _, — базис BR с кано- 
нической индексацией. Формулы (7) и (9) из $ 1, n°1, пока- 
зывают, что вершины i и j графа À будут соединены тогда 
и только тогда, когда. | | 

(a; la. ;) == 0, 
и в таком случае 
Г р See, 
(2; [а,) 


Принимая во внимание результаты $ 1, n°3 u 5, мы видим, 
что с точностью до перестановки À и | имеются лишь сле- 
дующие возможности: 
1) Ги ] не соединены; ЗЕЕ: Mi; = 2; 


2) Fi, De, del; Nyy = Ny =— 1; Mm;—=3; 
3) Fé, N=2, TG, ="; niyj=—2, ny=—l, т =4; 
4) i (6, D=3 i (i, i) = '/s; yj = — 3, nj=— 1; Mi; = 6. 


Это означает, следовательно, что знание графа Дынкина 
системы А определяет ее матрицу Картана и матрицу Кок- 
стера, а стало быть, определяет с точностью до изомор- 
физма и саму систему À. Более точным образом из след- 
ствия предложения 15 $ 1, n°5, вытекает следующий 
результат: 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ |. Пусть Ю и КЮ. — две приведенные cu- 
стемы корней в вещественных векторных пространствах И, 
u V,; B, = (i); 2, и By = (01); _‚, — базисы в R, u Ry с кано- 
ническими индексациями; À — изоморфизм графа Дынкина 
системы К, на граф Дынкина системы R,. Тогда существует 
единственный изоморфизм У, на Vo, переводящий Ю в Ro 
и а; в au, для всех ЕЦ. 


Ясно, что автоморфизм системы À определяет автомор- 
физм графа Дынкина системы А, что праводит к гомомор- 
физму @ группы A(R) в группу автоморфизмов соответст- 
вующего графа Дынкина. 


Следствие. Гомоморфизм ф определяет при факторизации 
изоморфизм группы A(R)/W(R) на группу автоморфизмов 
графа Дынкина системы К. 


Очевидно, что @(g)—Id для всех g=EW(R). С другой 
стороны, предложение | показывает, что существует изомор- 
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физм ф группы автоморфизмов графа Дынкина системы À 
на подгруппу Е элементов в A(R), оставляющих неподвиж- 
ным данный базис В системы R, причем фоф = [4. След- 
ствие вытекает теперь из того факта, что A(R) является 
полупрямым произведением Е и W(R) ($ 1, n°5, предложе- 
ние 16). 


На практике граф Дынкина (X, |) изображают схемой 
(или диаграммой), составленной из точек и отрезков сле- 
дующим образом. Точки соответствуют вершинам графа X; 
две точки, соответствующие двум различным вершинам i 
и |, соединяются 0, 1, 2 или 3 отрезками сообразно 
тому, какой из указанных выше случаев: 1), 2), 3) или 4) — 
имеет место (с точностью до перестановки À H j). Кроме Toro, 
в случаях 3) и 4), т. е. в случае, когда [(1, j) > 1, или, что 
эквивалентно, когда корни a; и а, не ортогональны и He 
одной и той же длины, поместим на двух или трех отрезках, 
которые связывают точки, соответствующие вершинам IH |, 
знак неравенства >, ориентированный в сторону точки, со- 
ответствующей вершине jf (т. €. корню меньшей длины): 


Fo (при f (i, j) = 2), 
‘aa (при f (i, j) — 3). 


 ScHo, что задание этой схемы позволяет восстановить граф 
Дынкина (Х, f). 

Заметим, что схема, ассоциированная с графом Кокстера 
группы W(R), получается из схемы, ассоциированной с гра- 
фом Дынкина системы À, путем сохранения точек и про- 
стых отрезков при одновременной замене двойных отрезков 
(соотв. тройных отрезков) отрезками с приписанным к ним 
числом 4 (соотв. 6). Обратно, если знать граф Кокстера 
группы W(R), то противоположная операция позволяет вос- 
становить схему, ассоциированную с графом Дынкина си- 
стемы À, за исключением знаков неравенства на двойных 
и тройных отрезках. Коль скоро это так, теорема 1 непо- 
средственно приводит к списку возможных графов Дынкина. 
А именно имеет место 


ТЕОРЕМА 3. Если Ю — приведенная и неприводимая си- 
стема корней, то ее граф Дынкина изоморфен одному из 
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графов, представленных следующими схемами: 


Ay Om jun en © © € u —O ({ > 1 вершин) 
By ооо... 05 (/ > 2 вершин) 
C, moo 0s ot (1 > Звершин) 


Ба (! > 4 вершин} 


NET DS 


E> QE Om () 


Es Cnn er ee See danses mn) 


Fa —— —. 

G ee. 
Эти графы Дынкина попарно неизоморфны, и для каждого 
из них существует приведенная и неприводимая система 
корней, допускающая его (с точностью до изоморфизма) 


в качестве графа Дынкина. 


С учетом предыдущих замечаний первое утверждение 
немедленно вытекает из теоремы 1, из того факта, что 
группы Кокстера e графами AH, H, и L(p) (для p=5 или 
р—>7) не являются кристаллографическими, и, наконец, 
из того, что два возможных знака неравенства при двойном 
(соотв. TpOHHOM) отрезке графа Дынкина, ассоциированного 
с графом Кокстера F, (соотв. G,), приводят к изоморфным 
графам Дынкина. Второе утверждение очевидно, а третье 
вытекает из явного построения приведенной и неприводимой 
системы корней для каждого типа в отдельности — построе- 
ния, которое будет осуществлено в п°5— 13. 


Замечания. |) Граф А, сводится к единственной вершине; 
его обозначают также символом B, или Ci. Граф В. == 


обозначается и символом Cy, а для графа À; исполь- 
зуется также обозначение Dz. Наконец, обозначим через D, 
граф, составленный из двух несоединенных вершин. (Эти 
соглашения приняты с учетом свойств соответствующих CH- 
стем корней; CM. n°O—8.) 

2) Если (X, f)—rpab Дынкина приведенной системы 
корней À, то граф Дынкина дуальной системы отождест- 


вляется с (X, ['). Иными словами, схема, ассоциированная 
с графом Дынкина системы RY, получается из схемы, ассо- 
циированной с графом Дынкина системы К, обращением 
знаков неравенства. Если система Ю неприводима, то, оче- 
видно, она изоморфна RY, за исключением систем R типа В; 
или C;, когда RY будет соответственно типа С; или В. 
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3. Аффинная группа Вейля и пополненный граф Дынкина 


Пусть R — приведенная и неприводимая система корней 
с графом Дынкина (X, j). Мы собираемся определить дру- 


гой нормированный граф (Х, а который назовем пополнен- 
ным (или аффинным) графом Дынкина системы R. Множе- 


ство / вершин графа X состоит из множества / вершин 
графа Х и одной вершины, обозначаемой символом 0, кото- 


рая не принадлежит к /. Чтобы определить [, выберем базис 
В = (а;), _, системы К и скалярное произведение (x |у), инва- 


риантное относительно W(R). Пусть a — корень, противо- 
положный максимальному корню по отношению порядка, 


определенному базисом В. Две различные вершины À, jel 
соединяются тогда и только тогда, когда (a;|a,;)40. В этом 


случае положим 


Тотчас проверяется, что граф X и отображение [, опреде- 
ленные таким образом, не зависят ни от выбора В, ни от 
выбора скалярного произведения. 

Если ранг / системы R равен 1, то /= и щи= —а;, 
так что ] (0, 1) =1. При [>22 корень à, не пропорционален 
ни одному из a; и (%|4:) будет <0 ($ 1, n°8, предложе- 
ние 25). Для произвольной пары (i, j) различных элементов 
из [ все допустимые возможности — это 1), 2), 3), 4) из пре- 
дыдущего пункта (например, при всех 1е[, nu ==И (0%, @;) 
H foi — порядок произведения Sa Sa,)- 

В случае />2 мы изображаем пополненный граф Дын- 
кина схемой с теми же соглашениями, что и в предыдущем 
пункте, используя иногда пунктир для отрезков, связываю- 
щих вершину 0 с другими вершинами. Заметим, что знак 
неравенства >, помещенный на таком отрезке, если OH 
имеется, всегда направлен в сторону вершины, отличной 
от 0, поскольку Gp — корень наибольшей возможной длины 


($ 1, n°8, предложение 25). Отождествим (X, f) с подграфом 
графа (X, f), получающимся удалением вершины 0. 
Действие группы A(R) на (X, Г) продолжается до дейст- 
вия на (X, f), оставляющего вершину 0 неподвижной; W (R) 
действует на +) тривиально. 
Вернемся к обозначениям $ 2. Предложение 5 $ 2, n°2, 


вместе с теоремой | гл. У, $ 3, n°2, показывают, что граф 
Кокстера 2 аффинной группы Вейля W,(R) получается из 
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(X, Г) по тем же правилам, что использовались при пере- 
ходе от (X, f) к графу Кокстера группы W (R). Далее, пусть. 
G — нормализатор группы W,(R) ($2, n°3). Всякому эле- 
менту g = С соответствует автоморфизм @(g) системы Уи 
ф (5) = Id, когда g=W,(R). Обратно, всякому автоморфизму À 
системы » по предложению 11 гл. У, $ 4, n°9, соответствует 
однозначно определенный элемент © =1(/), сохраняющий 
данный альков С и такой, что p(£g)— À. Так как С является 
полупрямым произведением подгруппы Сс элементов, сохра- 
няющих С, и группы W,(R) ($ 2, n°3), To мы приходим 
к заключению, что при факторизации ф дает изоморфизм 
группы G/W, (или Сс) на Aut(Z). Немедленно проверяется, 
что композиция этого изоморфизма с каноническим отобра- 
жением A(R)/W(R) в G/W, совпадает с гомоморфизмом 
A (R)/W (R)B Aut (2), порождаемым гомоморфизмом A(R)/W (R) 
в Aut(X, Г), определенным выше. В соответствии с $ 2, n°3, 
группа Aut(X) изоморфна полупрямому произведению 
A(R)/W (К) на Р(КУ)/О (КУ), а P(RY)/Q (RY) изоморфна группе 
Ге = Сс. (в обозначениях $ 2, n°3); элемент группы 
Aut(Z), соответствующий элементу у; = Ге, переводит вер- 
шину 0 в вершину ¢ системы 2. 


Замечание. Можно показать, что каноническое отобра- 
жение 
Aut(X, jf) > Aut (2) 


является изоморфизмом. 


ТЕОРЕМА 4. Пусть (И, S) — неприводимая система Кок- 
стера с конечным множеством $. Для того чтобы ассоци- 
ированная квадратичная форма (гл. У, $ 4, n° 1) была поло- 
жительной и вырожденной, необходимо и достаточно, чтобы 
граф Кокстера системы (У, $) был изоморфен одному из 
следующих графов: 


А, оо 
= porn, (цикл 
1 (1 2 2) D PT Cl+1 
вершинами) 
В, tg 2 | 
- 4 (+1 
в. (I > 3) ee et вершин) 
> i+] 
& (123 ooo oo bo gepuuun) 


D, (124) a eae 
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F, der 
С. о 


Эти графы Кокстера попарно неизоморфны. 


Согласно сказанному в гл. V, $ 4, n°9, и предложению 8 
из $ 2, n°5, системами Кокстера, квадратичная форма Ko- 
торых положительна и вырождена, будут те системы, KOTO- 
рые соответствуют аффинным группам Вейля приведенных 
и неприводимых систем корней. Поэтому теорема вытекает 
из описания пополненных графов Дынкина, приводимого 
в n° D — 13. 


4. Предварительная подготовка к построению систем корней 


Пусть Г — вещественное векторное пространство размер- 
ности />1, снабженное скалярным произведением (х|и), 
L— дискретная подгруппа в И, Л — конечное множество 
чисел >20 и КЮ — множество таких а=[, для которых 
(а |а) = Л. Предположим, что Ю порождает V и что для 


(a | В) 


любой пары (a, В) точек из Ю число 2 rete будет целым. 


Тогда Ю — система корней в У. В самом деле, R, очевидно, 
удовлетворяет условию (СК!). Пусть ER, и пусть 5, — 


ортогональное отражение X+> x —2 aa a. Тогда при В= Ю 
имеем 2 an =, так что 5, (В) == L; в то же время || S, (В) |= 
À 


—||В|, поэтому $. (В) = R. Стало быть, система À удовлет- 
воряет условиям (СКи) и (СК). Она является приведенной, 
если Л не содержит двух чисел вида À и AA. 

Возьмем за У подпространство в Е= В”. Пусть (&, ... 

., En) — канонический базис пространства ‘Е. Снабдим Е 
скалярным произведением, для которого этот базис будет 
ортонормальным, и отождествим E* с Е (соотв. И" с И) при 
помоши выбранного скалярного произведения. Определим 
в Е подгруппы Lo, Li, Lo, [з следующим образом: 
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1) Lo есть й-модуль с базисом (e;). Имеем (а |В) = при 
а, PE Lo. а а = Lo, для которых (4 | а) = 1, совпадают 
с +8 (l<i<n), а те векторы, для которых (а|а)=2, co- 
впадают с +e;+e; при i<j (оба знака + в +8; +68; вы- 


бираются независимо друг от друга; примем аналогичное 
соглашение вплоть до конца этого параграфа). 


2) [ есть Й-подмодуль модуля Lo состоящий из X— 


У Е; Е Lo, ДЛЯ которых сумма > Е; будет четной; по- 
i=] i 


скольку &, и & одинаковой четности, =. это сводится к тре- 
бованию, чтобы (х|х) было четным. Пусть Li — подмодуль 
п 


в Li, порожденный векторами €; +e;. Имеем У Ев; == 
i=| 


= (3 Е À =, (mod L'), а поскольку 2e, —(e,+e,)—(e,—e,) € Li, 


видно, что Li—L;. Так как [1 и в порождают Lo, то фак- 
тормодуль L/L, изоморфен Z/2Z. 


и a n 
1 
3) Lo = Li + Z |3 У a). Ясно, что элемент X= У 218 
= 4 i=| 
пространства V содержится в L, тогда и только тогда, когда 


2 ЕЯ, &; —&, eZ, каковы бы ни были [и J. (6) 


п n 2 
1 1 | 
Так как | &% > & | => при всех ku так как | > ho Bi = 


p=] / ; i=] 


TO @Веъ2 для а, BEL, когда п четно. Группа L/Lo 


SE 


изоморфна Z/2Z. 


n 


4) La= Li + Z 5. У =; |. Если п кратно 4, To L3 будет мно- 


1—1 
n 


жеством элементов УЕ Е:ер, которые удовлетворяют VCJIO- 
= 
n 


вию (6) и, кроме того, условию DE; = 2Z. В этом случае 


i=] 
(< |В) = Z, каковы ‘бы ни были a, ВЕ... 
Совершенно очевидно, что подгруппа в Е, ассоцииро- 
ванная с Ly (соотв. [4, Ly), есть Lo (соотв. Lo, L;). Подгруп- 
пой в Е, ассоциированной с L3, будет множество элементов 


к 1 
tae 2 Gti = Lo, 
i= 


250 ГЛ. УГ. СИСТЕМЫ КОРНЕЙ 4 


для которых E У as) =2 т. €. таких, что Ju e2z. 
1—1 i=] 
Следовательно, при п==0 (mod 4) эта ассоциированная под- 
группа совпадает с L3. 
Коммутативная группа L/L; имеет порядок 4 и поэтому 
изоморфна 7/47 или (2/27) X (7/22) (Алг., гл. УП, $ 4, n°6 
теорема 3). Если п нечетно, то 


п 


р (+2 1 = LS p=0 (mod 4), 


1—1 


поэтому группа L,/L, будет циклической порядка 4. Если жен 
четно, то 


р (LS | = Lp =0 (mod 2), 


i=l / 


и поэтому группа L,/L;, содержащая два различных ‘эле- 
мента порядка 2, изоморфна (7/27) X (2/22). 

Мы используем эти обозначения в девяти следующих 
пунктах и в таблицах. Для каждого типа графа Дынкина 
из теоремы 3 будут явно указаны: 


(I) Система корней R и число корней. 

(II) Базис В системы R и соответствующие положитель- 
ные корни. Базис В будет нумероваться целыми числами 
т. 

(III) Число Кокстера A ($ 1, n°11). 

(IV) Максимальный корень à (относительно порядка, 
определенного базисом В) и пополненный граф Дынкина 
(n°3). Под каждой вершиной будет выписан соответствую- 
щий корень из В. 


(У) Дуальная система ЮУ. каноническая билинейная форма 
и постоянная y(R) ($ 1, n° 12). 

(УГ) Фундаментальные веса относительно BG 1, wl. 

(УП) Сумма положительных корней. 

(VII) Группы P(R), Q(R), P(R)/Q(R) и индекс связности 
($ 1, n°9). 

(IX) Показатели группы W(R) (гл. V, $ 6, n°2, опреде- 
ление 2). В случаях A;, By, Суи Dj будут указаны симмет- 
рические инварианты. 

(X) Порядок группы W(R) (а иногда и ее строение). 

(XI) Группа A(R)/W (R), ее действие на граф Дынкина 
и элемент ше Й (R), переводящий В в — В. 
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(XII) Действие P(RY)/Q(RY) 2 пополненный граф Дын- 
кина и действие A(R)/W(R) на P(R V)/Q(R"). Для каждого 
графа Дынкина из теоремы 3 все эти данные объединены 
в таблицы [—IX и упорядочены единым образом по ука- 
занному выше образцу. Кроме того, там добавлен еще пункт 

(XIII) Матрица Картана, ‘способ получения которой из 
графа Дынкина был разъяснен в n°2. 


5. Системы типа В; (l> 2) 


(I) Рассмотрим в И =В' группу Lo (n°4). Пусть R — мно- 
жество всех а Ly, для которых (ala)=1 или (ala)=2, 
т. €. множество векторов +; (ISIS!) и +, +8, (ISi< 
<j<l). Ясно, что Ю порождает V и что 2 (а |В)/(“ | а) Е Z, 
каковы бы ни были а, BER. Стало быть, Ю — приведенная 
система корней в V (n°4). Число корней n= 21 + 40 
ar, 

(ID on 


0; — €] — €); Ap — En — Es, e@eey hp) => Sy; — Bi. A = Er. 


Тогда 
в =: и... На (lid), 


te = (а: + a4, + ... Ра (@а а + ... +9 


d<i<jf<J, 
By — ©) = 0; + Gray ve $a, UÜSI<is). 
Следовательно, (A, 9, ..., y) является базисом BR ($ 1, 


n°7, следствие 3 предложения 20). Сверх того || a; Р=2 при 
i<l, la, |P=1, (а) = —1 при 1<1<1—1, (a;|a;)=0 
при j>i+1. Граф Дынкина системы Ю имеет, следова- 
тельно, тип Ву, а это показывает, что Ю неприводима. Шо- 
ложительными корнями будут €; из: а, (i <j). 

(III) По теореме 1, (ii) гл. У, § 6, n°2, 


h == n/l == 921. 


(IV) Пусть а=а, +e,—a, + 20 + 203 +... + 2ay; это, 
очевидно, — корень. Сумма его координат относительно ба- 
зиса (a,) равна 2 —1—h—1. Ввиду предложения 31 из 
$ 1, n°11, а является максимальным корнем системы À. 
Имеем (а |а;) =0 при 1522 и (а |“) =1. Так как a, имеет 
длину 1 (соотв. V2), когда /=2 (соотв. [>> 3), то приходим 
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к заключению, что пополненным графом Дынкина ¢ системы R 
будет 


= а 
при [=2 ae? 


C1 
при 1>3 
' 2a 
(У) Формула a’ ROC] дает для RY множество векто- 


ров + 2e; (1<1<1), +e ча, (1<1<]=<1. Граф Дынкина 
дуальной системы ЮУ. получается из графа Дынкина си- 
стемы À способом, изложенным в n°2, и сразу видно, что 
ЮУ имеет тип C1. 

Корнями, не ортогональными к Pe, будут +8 и 
+ & +e; при 2<]=<[ их общее количество pense 4[ — 2. 
Для каждого из этих корней а имеем f(a, В) = + 2. Фор- 
мула (17) из $ 1, n°12, показывает, что по QrÉGHERRIe K Dp 
квадратом длины корня В является (4/ — 2) ‘. Стало быть, 
D, (x, у) =(x|y)/(4l — 2). Применим формулу-(18) из $ 1, n° 12, 
C un Получим 


2+4 —4)=y(R) 


откуда у(Ю) = (1-1 1) (4—2). 

(VI) Без труда вычисляются фундаментальные веса @; 
(1<2=1), для которых (8, | а’) =0,;: 
Gi = € +e + vs Fr 

=a,+20,+... +(— la, +ifo;+a;,,+...+0) (<, 


Gi -ь- ... +e)= (м + 2m + ... + la). 


(VII) Суммой положительных корней будет 


20 = (21 — lye, +(21—3)e, + ... + 3e,_, + 8, = 
= (21 — Па + 2(21—2)a,+ ... +i(i— a+ ... + Par. 


(VIII) Q(R)=L, (n°4), а группа P(R) порождена под- 
группой Q(R) и весом &; и совпадает поэтому с L, (п°4). 
Следовательно, факторгруппа P(R)/Q(R) изоморфна 2/22, 
а индекс связности равен 2. 
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(IX) и (Х) Ортогональное отражение Sè,e, (1 == j) пере- 
ставляет €; и в, и оставляет инвариантными 8, с индек- 
сами À, отличными от I и |. Отражения Se,—e, порождают 


группу G,, изоморфную симметрической группе ©;. Ортого- 
нальное отражение Se, переводит €; в —а; и оставляет ин- 


вариантными €; с индексами À, отличными OT i. Отраже- 
ния $. порождают группу Gs, изоморфную (2/27)'. Группа 
Вейля W(R) порождается @ и Go, причем группа G, нор- 
мальна в W(R), так что группа W(R) изоморфна полупря- 
мому произведению ©, на (Z/2Z)'. Ее порядок, следовательно, 


равен 2’. И. 
Симметрическая алгебра S(R') канонически отождест- 
вляется с алгеброй полиномиальных функций P(E, ..., Е) 


на В'. Для того чтобы такой многочлен был-инвариантен 
относительно W (К), надо прежде всего, чтобы 


р (&ı» Sop =.) Е) = p(+ &, these BE 
каковы бы ни были [ знаков в правой части, т. €. чтобы 


Р(=, +. 8) =0(®, .... 2) 


где О — многочлен; затем необходимо, чтобы Q задавал 
симметрическую полиномиальную функцию; эти условия 
являются уже достаточными. Следовательно (Алг., гл. V, 


W (R) 
приложение |), S(R)) (RL eCTE алгебра, порожденная 2 поли- 
номиальными функциями 


bi = 2 5 ass) eee Е (ets) 


Кроме Toro, степень трансцендентности над В поля отноше- 


ний алгебры S(R)”" равна [, поэтому В алгебраически 
независимы. Так как ¢; — многочлены степеней 2, 4, ..., 2, 
TO мы приходим к заключению, что показателями группы W (R) 
будут (гл. V, $ 6, n°2, предложение à) 


Ll, Oy Oy vues el, 


(XI) Единственным автоморфизмом графа Дынкина 
является тождественное отображение: Поэтому А(Ю) = (К) 
и —1 = (А). Поскольку —1 переводит В в — В, мы при- 
ходим к выводу, что шу= — 1. 

(XII) Группа P(RV)/Q(RY) дуальна к P(R)/Q(R) и, стало 
быть, изоморфна 2/27. Ее нетривиальный элемент перестав- 
ляет вершины, соответствующие Gp и Oj, и оставляет He- 
подвижными другие вершины. 
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6. Системы типа Ci, (1—2) 


(Г) Существование систем корней типа С; было доказано 
в n°0, поскольку, как мы видели, система, дуальная к CH- 
creme типа Bj имеет тип С;. Система корней R типа С, 


получается, таким образом, при выборе в R’ векторов + 28; 
(Lil и аа, (1<1<]<1. Число корней равно 2/2. 

(II) Построим базис в R, взяв образ при отображении 
a> базиса системы, рассмотренной в n°9. Получим 


9; = — En Og == Ep — 23, ..., 1-1 == — 8, Ay = 284. 
Положительными корнями являются 28; H а; + =} (< N. 


(III) Число Кокстера то же самое, что и у дуальной 
системы: À = 21. 

(IV) Пусть @ == 2e, = 2a, + 2 + ... + 20;_; + a; — линей- 
ная комбинация, являющаяся корнем. Сумма координат 
этого корня относительно (0) равна 2/ — 1 =й — 1. Поэтому 
ä — максимальный корень. Имеем (@|4а;)=0 при il, 
(äla)—2. Отсюда получается пополненный граф Дынкина: 


oO er 


Е . % 94-2 %-1 9 


(У) Система RY, имеющая тип Ву уже определена. 
По формуле (19) из $ 1, n°12, и в соответствии с n°5, (V) 
квадрат длины корня 2€; относительно D} равен 


(+ 1) (9 2) (4-2) = 4-1); 


поэтому Фь (х, и) = (х|1/)/4 (1- 1). 
Получаем у(Ю) = у(Ю\У) = (1- 1) (4—2). 
(УГ) Без труда находятся фундаментальные веса: 


= + & + eee +e,= 
=a, $20, +... HG Dan + ila tent... +50) 
=<), 
(VII) Суммой положительных корней будет 
26 = 21e, + (21—2)e, + ... + 4e;_, + 28, = 
= Jo +22 — Па- ... +HiQA—-1+Da+ ... + 
+= + 2) + RUE + Dar 
(VIII) В соответствии с n°4 и n°5, (VIII) Q(R)=L,, 


P(R)= Lo; факторгруппа P(R)/Q(R) изоморфна 2/22, а индекс 
связности равен 2. 
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(IX) и (X) Эти вопросы относятся только к W (№), поэтому 
результаты будут теми же, что и для типа By. 

(XI) Такое же рассуждение, как в n°9, показывает, что 
A(R)=W(R) и w=— 1. 

(XII) Единственным неединичным элементом группы 
Р(ЮУ)/О (ЮУ) задается однозначно определенный нетривиаль- 
ный автоморфизм пополненного графа Дынкина; этот авто- 
морфизм переставляет вершины, соответствующие корням & 
и ay; при OV fl. | 
7. Системы типа A; (> 1) 

(I) и (II) Пусть У — гиперплоскость в E=R'™', опреде- 
+ 


‚ляемая уравнением >) £;—0. Заменяя I на [+1 в n°5, 


i==| 


получаем систему R’ типа В;., BE, допускаюшую базис 


a — ©; — u, A = & — $3, ..., Ay = 81 — #141, 0141 = Spr}. 
Так как @,..., 4; порождают И, то Ю = Ю” ПИ будет систе- 
мой корней в И с базисом (a, ..., a) ($ 1, n°7, следствие 4 


предложения 20). Из проведенных в n°5 вычислений ска- 
лярных произведений непосредственно следует, что À имеет 
тип A; Элементами системы R будут а — в; (15-1, 1Li< 
1-1, 1</<1- 1). Их общее число равно п =1(1- 1). 
Положительными корнями будут =; —E;, где i <j. 

(III) Имеем h=—=I1+1. 

(IV) Линейная комбинация @ = e,—e,,, = и +a,+... +a, 
является корнем. Сумма координат относительно (a;) равна 
[=й —1. Поэтому & — максимальный корень. 

При !=1 имеем G@—a,, откуда (&|a,) =2; графом Кок- 
стера группы W,(R) будет 


=> 


с 


‘При [2 выполнены соотношения (à | &;) =0 для 0 <i <I 
и (а |в,) = (@ |о,) =1, так что пополненным графом Дынкина 
будет 


bed | Go 1—1 Oy 


(У) Отождествив пространство У с дуальным к нему при 

24, 
помощи скалярного произведения, получим rn] m 
для всех a& À, так что RY=R. | 
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Относительно формы Dp длина корней равна À "=" 
($ 1, n°12); стало быть, Фь (х, y) = (x |y)/2 (i + 1). 
| Получаем у (ВЮ) = (1-+ 1) ($ 1, n°12, формула (20)). 

(VI) Пусть (Gi), <<) — семейство фундаментальных весов. 


Положим 
I+1 


Gi= Хе» где ЕВ. 
j= 
= V Due a 
Выражая тот факт, что (@,/aY)—=46,, и 6, EV, получаем 


1-1 


E78, ==О при ji, =, 


a это непосредственно Дает 


Ей — Erin = À, 


m 


Oy = Г... Furore ... 811) = 


= A Wit Dj +20 +... +@-— Da) + 
+i —it utiles + -.. +]. 
(VII) Сумма положительных корней такова: 


2p = le, +(—2)e +(—dje + ... — (1—2) — в = 
= юм +2U —-l)) + ... +il—i+ la + ... + la. 
(VIII) Введем в Е= В +' подгрунпу L, из n°4. Пусть 
р — ортогональное проектирование E на И. В соответствии 
с предложением 28 $ |, n°10, 


@ (К) = 9 (К) ПУ = LNV и Р(К)=р(Р(К’)}; 


принимая во внимание тот факт, что последний фундамен- 

тальный вес в À’ ортогонален к И, получаем P(R)=p(Q(R’))= 

— р (10). Таким образом, Р(Ю) есть группа, порожденная 
1-1 


корнями &; — &; и весом р (=) =e, — (J+ 1] Se, т. е. 
i=] 


[+1 
P(R)=Q(R)+ z(e UT 1)" 2 ei}. 


Ho /+ 1 является наименьшим целым числом т > 0, для 
которого тр (=) Е О(Ю). Поэтому факторгруппа P(R)/Q(R) 
изоморфна 2/1- 1)Z, а индекс связности равен / + 1. 

(IX) и (X) Для всякого автоморфизма g гиперплоскости И 
обозначим через ф(5) автоморфизм пространства E, который 
‘продолжает 5 и оставляет инвариантным & + & +. . +e. 
Если взять в качестве 2 ортогональное отражение Se, =. ALE 


то @(g) будет равно See, И, следовательно, будет пере- 
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ставлять €; и &;, оставляя неподвижными в, с индексами К, 
отличными OT Ёи fj. Пусть 


À 20, €», eee, 8141}. 


Тогда отображение g+ > @(g)|X будет изоморфизмом группы 
№ (Ю) на симметрическую группу множества X. Таким обра- 
зом, W(R) изоморфна симметрической группе ©;., и, стало 
быть, имеет порядок (1- 1)!. 

Симметрическая алгебра S(E) канонически отождест- 
вляется с алгеброй полиномиальных функций P(E, &.,..., E744) 
на E. Пусть G=g(W (R)). Из сказанного выше следует, 
что множество $(Е)б инвариантных относительно G эле- 
ментов в S(E) является множеством симметрических много- 
членов (Алг., гл. У, приложение I) и, следовательно (там же), 
$ (Е) есть алгебра, порожденная функциями 


de 2) Enke ЧЬИ, 


Алгебра $ (И) отождествляется с алгеброй сужений Ha И 
полиномиальных функций на Е. Сужение функции PES(E)S 
на V, очевидно, инвариантно относительно W (R). Обратно, 


если QES(V)"™, то существует функция PES(E), про- 
должающая 0; заменяя Р функцией (1-1)! ' У g(P) 
g=G 


с тем же сужением на И, что u y Р, мы видим, что можно 


предполагать Ре З (Е). Таким образом, $ (И)” порож- 


дается функциями $: =: И. Но s,=0. Сверх того степень 


трансцендентности над В поля отношений алгебры S(V)" ® 


равна J. Стало быть, $8; RP SIiSI-+|) а неза- 


висимы, а поскольку их степени суть 2, 3, ., ~+ 1, пока- 
зателями группы W(R) будут 
or НИ 


(XI) При [=1 имеем А(Ю) = (№) = 7/21 и wo=— 1. 
При [2 обозначим через = автоморфизм из A(R), который 
переводит a; в Gy+1-;. Ясно, что автоморфизм графа Дынкина, 
индуцированный €, является единственным нетривиальным 
автоморфизмом этого графа. Группа A(R)/W(R) изоморфна 
7/22. Так как —1 есть элемент группы A(R), который 
в соответствии с (IX) и (X) не принадлежит И (Ю), то мы 
видим, что группа А(Ю) изоморфна прямому произведению 
W (Ю)Х 2/27. Получаем m = — в. 

(XII) Группа -P(RY)/Q(RY), будучи циклической порядка 
[-- 1, действует на пополненном графе Дынкина цикличе- 


9 Зак. 61. Н. Бурбаки 
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скими перестановками. При / > 2 единственный неединичный 
элемент группы A(R)/W(R) действует на P(RY)/Q(RY) как 
автоморфизм X+> — x. 


8. Системы типа D; (l>3) 


(Г) Рассмотрим в V=R’ группу L, (п°4). Множество 
тех а=[., для которых (a|a)=2, состоит из векторов 
8-8, (1<i<j<1). Ясно, что Ю порождает V и что 
2 (а |В)/(@ |а) EZ, каковы бы ни были a, BER. Поэтому R 
язляется приведенной системой корней в V `(п°4). Число 
корней п = 21(1— 1). 

(II) Положим 


< =, — &, Oy = By — Ep ..., 1 =8- — Es бу =а-, + 8. 
Немедленно приходим к формулам 
#1 — в =O; + rt ce. а (i<j), 


te =a; а: +... $a, +20; + 20,41 + ... 
us -Р 24.2 -- tr @<]<1—2), 
=: Tas Oy pei ess Pe (Li 1), 
tea + Qu +... Ко uU<i— 1), 


€;-; + & = ay, 


которые показывают, что (а, ..., а!) есть базис системы R 
{$ 1, n°7, следствие 3 предложения 20). Кроме того || a; |P= 2 
при всех 1; (а; |а;) =0 при i+1<j, за исключением слу- 
чая ¢=1—2,j=I1, когда (-› |9) = — 1; (а; |a;4;)—=— 1 при 
i</—2 и, наконец, (a, |0) =0; граф Дынкина системы R 
имеет, следовательно, тип Dy. Положительными корнями 
будут & te для i<j. 

(III) Имеем h= += 2(1 — 1). 

(IV) Линейная комбинация @=а + в, = а, + 2 + ... 
... 20-94 а + а, является корнем. Сумма координат 
относительно (a;) равна 


1 —3=й— 1. 


Стало быть, & — максимальный корень. 
При !=3 имеем 


(ва) =0, (@| >) == (@ | a3) = 1. 
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При !>4 имеем (@|a;)=0 для 1522 и (@la,)—1, так что 
пополненным графом Дынкина будет 


es eee ыы. 
Qo az A,-3. Qa,- 


a; 


(V) Tak как (a|a)—2 для всех a&R, то RY=R. Длина 


корней по отношению к ®, равна A~? = (21 — 2) *, Полу- 
чаем отсюда 


Dex, у) = (х|у)/(4 —4) и у(Ю)=4(1— 1). 


(VI) Вычисления, аналогичные проведенным в п°7, дают 
фундаментальные веса: 


= Ра + ... +85, = 
=a, + 2%- ... +i-Da-+ 
+ Ца аи... Фа zila-ı +o) 


we du 
= (в +e + we bey а — 8) = 
in. ит lay. + $2) а; 
à, = +(e; + e+ «Op tarte) 


| | | 
ins ue +9, + 30-9 + Flay). 
(УП) Сумма положительных корней равна 
p= 2 — Ie; +20 — 2) 5+ Ton 


-У2(а = D jo, +9 (op + а). 


i=] 


(VIII) Корни +e;+e; порождают L, (n°4), поэтому 
Q(R)= Li. Значит, Q(RY)=L, и, следовательно, P(R) = Lo 
(n° 4). Согласно n° 4, группа P(R)/Q(R) изоморфна группе Z/4Z 
при нечетном / и группе (Z/2Z) X (2/27) при четном [. В пер- 
вом случае Р(К)/О (К) порождена каноническим образом 
веса ©, (а также образом веса @;,_,). Во втором случае 
Р(К)/О (К) порождена каноническими образами весов @;-; 
и ©®;. В обоих случаях индекс связности равен 4. 

(IX) и (Х) Ортогональное отражение Se,—e, (i=4 jf) в R’ 


переставляет местами & и €; И оставляет инвариантными Ez 


9* 
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с индексами À, отличными от i и |. Отражения Se,—e, ПО- 


рождают группу G;, изоморфную симметрической группе ©,. 
С другой стороны, $1 = Se,—e Sete, Переводит €; в —E;, &; 


в —=, и оставляет инвариантными =, с индексами À, отличны- 
ми OT? и j. Элементы S;; порождают группу Gy — множество 


автоморфизмов и векторного пространства В', для которых 
i 


u(e)—=(—1) ie с J[[(—1@)—1. Группа G, изоморфна 


i=] 
(7/27) ' и нормальна в W(R), так что группа W(R) изо- 
морфна полупрямому произведению ©; на (7/27) ". Ее no- 
рядок, следовательно, равен 7 OH. 
Полиномиальные функции Ё из n°9 инвариантны OTHO- 
сительно W(R), так же как и функция =... Ei; кроме 


toro, t;=??. Пусть, далее, Р(Е,..., &) — полиномиальная 
М. № 
функция, инвариантная относительно W (R). Пусть &,18,? 


и #1 — входящий в Р одночлен, для которого v; нечетно; 
тогда v; нечетно при всех |, потому что в S;;(P) входит 
У.-У; SV м Vv Peat? 
одночлен (—1) ET 1616, ...8,!, откуда у, +v,=0 (mod 2), 
и у, ==1 (mod2). Стало быть, Р=Р, - 1Р., где все одно- 
члены, входящие в P; и Po, обладают только четными пока- 
зателями. Так как Р инвариантен относительно перестановок 
переменных Ё;, то P, и P, обладают тем же свойством и, 
значит, записываются в виде многочленов OT y, ba, ..., ЦВ. 


LW 
Тем самым доказано, что алгебра S(R’) = порождена функ- 
циями й, &,..., Ц, Е. Кроме того, степень трансцендент- 


ности поля отношений алгебры S(R)”® есть 1, так что 
li, to, ..., Ць Ё алгебраически независимы. Приходим к 3a- 
ключению, что последовательностью показателей, надлежа- 
щим образом упорядоченной, будет 


1, 3, 9, ..., 21—65, 21—3, [—1. 


Заметим, что / — | появляется здесь дважды, когда [ четно, 
и один раз, когда / нечетно. 

(XI) Автоморфизмы графа Дынкина будут автоморфиз- 
мами подчиненного ему графа. Поэтому 

1) Если [=3, то группа A(R)/W(R) изоморфна Z/2Z. 

2) Если [=4, то всякая перестановка концевых вершин 
определяет некоторый автоморфизм графа, так что группа 
A(R)/W (R) изоморфна C4. 

3) Если 15, To цепи, выходящие из точки ветвления а; о, 
будут иметь длины 1, Ти 1—3>2. Следовательно, един- 
ственный автоморфизм графа, отличный от тождественного, 


9 $ 4. КЛАССИФИКАЦИЯ СИСТЕМ КОРНЕЙ 261 


соответствует автоморфизму == A(R), который переставляет 
1 И а, оставляя неподвижными a; при 1 SiS! —2. Стало 
быть, группа A(R)/W (R) изоморфна 2/27; более того, группа 
A(R) является полупрямым произведением группы G,=6©,, 
определенной в (IX), на группу G3, состоящую из автомор- 


физмов и пространства В’, таких, что u(e;) = +8; при всех 4. 


Если [ четно, To —1е= (№), откуда w=— 1. Если же 
{ нечетно, TO — 19 (№), откуда А(Ю) = (Ю)Х {1, —1} u 
= — 6. 


(XII) При четном J в Р(ЮУ)/О (ЮУ) имеется три элемента 
порядка 2: в, @y-1 и ®;. Поскольку @; (соотв. @;-ı) пере- 
ставляет вершины, отвечающие корням Oo и a, (соотв. Q,_ı), 
он переставляет вершины, отвечающие корням a H y] 
(соотв. а), а также вершины, отвечающие корням a, и 
9;—; ДЛЯ 

2<j<l—2. 


Получаем ©; = @,0;-}. 

При нечетном / в P(RY)/Q(RY) имеется два элемента в, 
и ® порядка 4 и один элемент порядка 2, а именно в. 
В самом деле, ©, меняет местами вершины, отвечающие 
корням Go и QG, Поэтому он оставляет неподвижными вер- 
шины, отвечающие корням 0; для 2<]<[—2, и необхо- 
димым образом имеет порядок 2. Следовательно, ®; имеет 
порядок 4 и переводит вершину, отвечающую корню Gy 
(соотв. ay, и, @;_-ı), в вершину, отвечающую корню а, (соотв. 
0, 9/1, Oo), а вершины, отвечающие корням а; и @а;-; для 


2<j</— 2, меняет местами. Получаем @, = H O,_, = 0}. 

При 14 неединичный элемент группы A(R)/W (R) ме- 
няет местами вершины, отвечающие корням Q,-ı и Q, и, 
следовательно, переставляет элементы @,-ı и ®; группы 
P(RY)/Q(RY). При нечетном / получающийся таким образом 
автоморфизм группы Р(ЮУ)/О (ЮУ) совпадает с отображе- 
нием X — x. 

При /=4 группа A(R)/W (R) отождествляется с группой 
перестановок множества {1, 2, 3} и действует перестановкой 
индексов на {®1, @o, @,}. 


9. Система типа F, 
(I) Рассмотрим в В* группу L, (n°4). Пусть В — множе- 


ство тех ае[., для которых (а |9) =1 или (а |4) =2; оно 
содержит векторы 


Bun | 
Le, Zu 3% <p, 5 (+ & +e 23 84). 
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Обратно, если а©= А, то координаты вектора а принимают 
1 3 \2 

5, +1 |потому что Zi 2); эти 

координаты будут либо все целыми, что приводит к BeKTO- 

что приводит 


лишь значения 0, + 


рам +e, +e;+e;, либо все равными =>, 


l 
к векторам — (tea tea + = #8). 
Покажем, что 2 (а |В)/(а Ja) = Z для любых а, BER. Если 
а= +в; или 5. (+8, + в + а; + а), то (а |а) =1, ав n°4 мы 


| 
видели, что (a |B) = >. 2, поскольку a, BEL, Если же a= 


— +8; +а,, To (ala)=2, и опять-таки на основании n°4 
мы заключаем, что (а|В) =, поскольку а=[ и ВЕ... 
Стало быть, Ю является приведенной системой корней в В* 


(n° 4). Число корней п =8 + | : )4 + 24 = 48. 

(II) Снабдим В“ лексикографическим порядком, опреде- 
ленным при помощи базиса (81, &, &3, &) ($ 1, n°7). В част- 
НОСТИ, & > & >> &3; > &,. Положительными корнями будут 


‘ : | 
г, 53% (1<]), 5 (e +e а + &). 


Наименьшим является корень а; =а.. Среди положительных 
корней, содержащихся в Re; + Re,, но не в Re,, наименьшим 
будет a, =. —е.. Среди положительных корней, содержа- 
щихся в Re + Re; Re, но не в Re; +Re,, наименьшим 
будет a, —&—e3. Наконец, среди положительных корней, 
не содержащихся в Re, + Re; + Re, наименьшим будет 


1 * 
4 => (#1 — = — 2. —€,). Ни один из a; не является суммой 


двух положительных корней. Поэтому (a, Qo, аз, а.) есть 
базис системы À ($1, n°6, следствие | предложения 19). 
Имеем || a, [P|] a; |Р==2, || a; [Pl] a, РТ, (a; [а>) == (а, [аз)==— 1, 


(аз [@4) = — 5, (a | аз) == (a, la) = (а | а) =0. Мы видим, что 


система À соответствует графу Дынкина типа F, и, стало 


быть, является неприводимой. 

(III) Имеет место равенство A = = 12. 

(IV) Пусть Ge, + €, = 2a, + 3a, + 4a; + 244. Сумма Ko- 
ординат вектора & относительно (a;) равна 11 =й — 1, No- 
этому @& — максимальный корень. Так Kak (@ |a,) = 1, (à | “>)== 


—=(@ |a3) = (à | а.) = 0, то пополненным графом Дынкина будет 


ко Be. SE D. : 
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2 
(У) Как видно из формулы ау, ЮУ совпадает 


с множеством векторов = 2e, He +e, + +e teste, 
Граф Дынкина системы RY получается из графа Дынкина 
системы способом, описанным в n°2, и непосредственно 
видно, что RY имеет тип F4. 

а не ортогональными к В ==, будут +e, He, + а, 


(>2) и = (ав аа) число И (а, В) =2(а|В) равно 


+2 для первых 14 этих корней и +1 для 16 остальных; 
значит, квадрат длины корня В относительно D} равен 


4 (14.4 16.1)" = и поэтому 


| 
18 
Фр (x, y) = («| y)/18. 


Применяя теперь формулу (18) из $ 1, n° 12, с x=y=f, 
получаем 


a= 


2+ 12.24 16-4 —y(R). 


откуда 
y(R) = 2.34. 


(VI) Вычисление фундаментальных весов здесь дает 
@, = & + & = 2a, + За. + 403 + 2а. = à, 
@› = 28, + & + €3 = 3a, + ба, + Заз + 44, 


03 = > (3e, + & + 83 + г.) = 2a, + 4a, + ба, + 304, 
©. = =a, + 2a, + За; + 204. 
(УП) Сумма положительных корней равна 
2р = lle, + 5e, + Зв. +2, = 16a, + 30a, + 42а. + 2204. 


(VIII) Справедливо равенство О(Ю)=[. (n° 4), и, co- 
гласно (VI), P(R) = Q(R). Поэтому индекс связности равен |. 

(IX) Семейство показателей состоит из 4 членов, а поскольку 
h— 12, целые числа 1, 5, 7, 11, взаимно простые с 12, дол- 
жны входить в это семейство ($ 1, n° 11, предложение 30); 
ими исчерпываются, следовательно, все показатели группы 
WR). 

(X) и (XI) Единственным автоморфизмом графа Дынкина 
является тождественное отображение, поэтому A(R) = W (R) 
и и, = — 1. Пусть R’ — множество элементов в R наиболь- 
шей длины, T. е. +8; +e;, R’ есть система корней типа D,, 


построенная в n° 8. Всякий элемент группы А(Ю) будет, 
очевидно, элементом группы A(R’). Обратно, элемент из A(R’) 
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оставляет устойчивым модуль Г, (который порождается си- 
стемой А’), а также ассоциированный с ним модуль Lo и, 
следовательно, Ю. Получаем отсюда W(R)=A(R)=A(R’). 
Поэтому, согласно n° 8, W(R) является полупрямым произ- 
ведением ©, и W(R’), а W(R’) в свою очередь является полу- 
прямым произведением ©, и (7/27). Порядок группы W (R) 
равен 3141285 =27. 3%, 


10. Система типа Ез 


(Г) Рассмотрим в R® группу Г. (n° 4). Пусть В — множе- 
ство тех ае[., для которых (а|а)=2; оно содержит век- 
торы 


8 8 \ 
+ а; +e, (i <j), > > = We, esta У vi) — vera) . 
i=l 


i=] 


Обратно, если (ala)=2 для какого-то элемента GE [., TO 


1 
его координаты могут принимать лишь значения 0, er 
+1; согласно n° 4, эти координаты будут либо все целыми, 


| 
что приводит к векторам + а, + €;, либо все равными + = 


и с четной суммой, что приводит к векторам 


8 
= (He, 


i=l 
8 
с четной суммой > v (i). 


i=] 
Мы видели (n° 4), что (alfl= Z, каковы бы ни были 
а, B=ZL3 Поэтому Ю является приведенной системой кор- 
LE LEZ 8 
ней. Число корней п=(5).4-+27=240. 


(II) Пусть о— вектор (0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 23) из [.. Ни 
один элемент в À не ортогонален к р (это ясно для +E;+E;; 
8 


1 . 
если бы вектор > У, (a, был ортогонален к P, то имело 


i=] 


6 
бы место равенство D #(—1)* “19+ 23(—1)"=0, что не- 
1—1 
6 
возможно, поскольку >) i< 23|. Значит (§ 1, n° 7, след- 


i=] 


ствие 2 предложения 20), векторы a & R, для которых (a|p) > 0, 
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будут положительными корнями относительно некоторой 
камеры. К этим корням относятся He; +e, (i<j) u 


7 
5 + NN" 


i=] 
7 
с четной суммой >) v(i). Имеем (alo) = Z для всех aeR 
i=! 


(n° 4), причем (ap) равно | для следующих корней: 

0 — (8, в) — 5 (+ ete +5 teste), 

2 — 81 -- &, UE — Es UE; —&, Os = Ey — 83, 

Og — 85 — 24, A7 — Eg — Es, Ag — 87 — Ee, 
и эти восемь корней образуют базис в R®. В соответствии 
с следствием | предложения 19 $ 1, n° 6, (a, a, ..., a3) — 


базис системы À, для которого положительными корнями 
будут как раз определенные выше корни. Так как 


(a, | a5) == (a; | Og) == (a; |) = (a, [ Og) = (a,|a;) = 
= (als) = (al) = — 1 
и (a;la;)—0 для других пар индексов, то граф Дынкина 


системы À имеет тип E, а система R является неприводи- 
мой. 


(III) Имеем h= = 30. 


(IV) Линейная комбинация | 
à — а) + &g = 2a, + За + 403 + ба, + 5a; + 4a, + 3a, + 2a, 
является корнем. Сумма координат относительно (a;) равна 


29— h —1, так что @ есть максимальный корень. Он орто- 


гонален ко всем Q;, за исключением Qs, причем (à|ag) = 1. 
Отсюда заключаем, что пополненным графом Дынкина будет 


(V) Так как (ala)=2 для всех асе R, то ЮУ == К. 
l 
По отношению к Dp квадрат длины корней равен ar 


6 1, n° 12). Поэтому Фь (х, y)=(x|y)/60 и у(Ю) =900 ($ 1, 
n° 12, формула (20)). 
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(УГ) Вычисление фундаментальных весов дает 
6, = 2, = 4a, + Ба, + 70, + 10а, + 8a, + 6a, + 4a, + 203, 
= ze + = + = + а, + 8 + e, + e, + 5e) = 

= 5a, + 8a, + 10а. + 15a, + 12а. + Эа, + 6a, + За,, 
=, (- в в аз Ва, в + es Ре, + 7e) = 


= 7a, + 10a, + 14a; + 20a, + 16a; + 12a, + 8a, + 403, 
@, = 83 + #4 + &5 + #5 + & + 588 = 
= 10a, + 15a, + 20а. + 30a, + 24a; + 18a, + 12а, + ба, 
6, =e, + Es + & + & + 4e, = 
= 8a, + 12a, + 16a; + 24a, + 20а, + 15a, + 10a, + 5azg, 
Og — #5 + &g + &7 + Зез = 
= 6a, + 9a, + 120; + 18a, + 15a; + 12a, + 8a, + 40, 
©, = € + &,-+ 28 = 
4a, + ба, + 8a; + 12а, + 10a; + 8a, + 6a, + За, 
@з ===) + &g = 
— 2a, + За. + 4a; + ба, + 5a, + 4a, + 3a, + 2a, = à. 
(УП) Полусумма положительных корней совпадает с сум- 
мой фундаментальных весов ($ 1, n° 10, предложение 29) и, 
следовательно, равна 
о = € + 28; + Зв, + 4e, + 5e, + 6e, + 23e, = 
— 46a, + 68a, + 9la;-+ 135a, + 1100; + 840, + 57a, + 290;. 


8 


(VIII) Группа Q(R) порождается корнями а; + а; и 5 У, 2; 
= 

и совпадает с L; (n° 4). Поэтому группа P(R), которая ас- 
социирована с О(Ю\У) = О (Ю) = L:, тоже есть [. (n° 4). Ин- 
декс связности равен |. 

(IX) Семейство показателей состоит из восьми членов, 
а поскольку A = 30, целые числа 1, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 
взаимно простые с 30, должны входить в это семейство; это 
будет, следовательно, полная совокупность показателей 
группы W (R). 

(X) Из (IX) и из следствия 1 предложения 3 гл. У, $ 6, 
n° 2, выводим, что порядок группы W(R) равен 


2.8.12.14.18.20.24.30 — 2" ,%,.5°. 7. 
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(XI) Единственным автоморфизмом графа Дынкина 
является тождественный, поскольку три цепи, исходящие из 
точки ветвления, имеют различные длины. Стало быть, А (Ю)= 
— W(R) и = — 1. 


11. Система типа Е? 


(I) и (II) Пусть Е = В8, и пусть Rg — система корней BE, 
построенная в n° 10. Пусть У — гиперплоскость в Е, порож- 
денная корнями 0, ..., Gr системы Ry; она ортогональна 
к восьмому фундаментальному весу о —E€, + &; системы Rg. 

Пусть R = А. ПИ. Тогда Ю будет приведенной системой 
корней с базисом (и, ..., A) (см. следствие 4 предложе- 
ния 20 $ 1, n° 7); значит, эта система имеет тип E,. Ee 
элементами являются 


наче, (1Li<j<6), +(e,—&), 


6 6 
] ы m , 
SE He — в + У, yey с нечетной суммой Ÿ v(i). 


i=] i=] 


. 6 
Число корней п=2-- | 9 
корнями являются 


+ &;-+ 8; (<i<j<6), — & + &, 


| .4 + 26 = 126. Положительными 


6 6 
= (- & + eg + > 0) с нечетной суммой > v (i). 


i=| / i=] 
(III) Имеем h=— — 18. 


(ГУ) Линейная комбинация & = 2; — 87 = 2a, + 2a, + Заз + 
+ 40,-+ За; + 20, + a, является корнем. Сумма координат 
относительно (a;) равна 17 = — |, так что @ есть макси- 
мальный корень. Он ортогонален к а; при 2<i<7, а (@|в,)=1, 
поэтому пополненным графом Дынкина будет 


oy, 9 Oe 95 A 097 
wa 


(У) Так как (ala)=2 для всех a = R, то RY=R. 
По отношению к Dp, квадрат длины корней равен 1/18, 


поэтому | 
Dp (x, у) —(x1y)/36 и y(R) = 2’. 34 
($ 1, n° 12 формула (20)). 
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(VI) Вычисление фундаментальных весов дает 
@, = & — #7 = 2a, + 2a, + Заз + 4a, + 3a; + 206 + a, = а, 


à | 
Wo = > (+ #2 + 83 + 2 + 85 + 86 — 287 + 223) = 
= (4a, + 70; + 8a; + 120, + 9a; + 8a, + 3a,), 


B= (— в +9 test ви + в; + es — Зе, + Зе) = 


== 3a, + 4a, + ба, + 80, + ба, + 40% + 2a, 
©. = 83 + Es + 85 + 86 + 2 (eg — &7) = 
= 4a, + ба, + 8a; + 120, + Эа; + 6a, + 3a,, 


=, в + eg +> (es — в) = 


= (6a, + 9a, + 1203 + 18а, + 150 + 10a, + 5a,), 


Og = #5 + & — & + Eg = 


= 2a, + 3a, + 4a; + 6a, + 5a; + 4a, + 20, 
Ge +> (es — E7) = 
cou > (2a, + За. + 403 + ба, + 50; + 40; + Зал). 


7 
(VII) Сумма 2p положительных корней равна 22 0; ($ 1, 
n° 10, предложение 29), откуда ыы 
20 = 2e, + 4в. + 6e, + 8e, + 10e, — 17e, + 178; = 
— 34a, + 490 + 660, + 96a, + 75а, + 52a, + 27a. 
(VIII) Согласно n° 10, (VIII) и предложению 28 $ 1, n° 10, 
Q(R=Q(R)NV=LNV и P(R)=p(P(Rs)) =p (Ls), 
где р обозначает ортогональное проектирование Е Ha И. 


Группа О(Ю) обладает базисом (a,,..., a); группа P(R) 
порождается группой Q(R) и элементом 


l 
р (as) = 03 — 0. 


Имеем o& P(R,), 50 & P(R,), поэтому 2p(as) Е Q(R), 


a p(ds)4@Q(R). Получаем, таким образом, что группа 
P(R)/Q(R) изоморфна Z/2Z и порождена, например, образом 
веса Ö-. 

Индекс связности равен 2. 
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(IX) Последовательность показателей группы W (R) состоит 
из семи членов. Числа 1, 5, 7, 11, 13, 17, взаимно простые 
с h—18, входят в эту последовательность. Последний по- 
казатель т, следовательно, должен быть таким, чтобы 
т-- т==18 (гл. V, $ 6, n° 2, формула (2)). Стало быть, 
полная последовательность показателей такова: 


а 19, 317, 


(X) Из (IX) и из следствия 1 предложения 3 гл. У, § 6, 
n° 2, выводим, что порядок группы W(R) равен 


2.6.8.10. 12. 14. 14=210. 32.5.7. 


(XI) Единственным автоморфизмом графа Дынкина 
является тождественное отображение, поэтому A(R)=W (R) 
и = —. 

(XII) Группа P(RY)/Q(RY) обладает единственным нееди- 
ничным элементом. Он переставляет вершины, отвечающие 
корням Go и Q7, A иа,, G3 и Gs, оставляя неподвижными 
0 И 4. 


12. Система типа E, 


(I) и (II) Пусть Е = RŸ, и пусть Bere корней BE, 
построенная в n° 10. Пусть У — векторное подпространство. 
в Е, порожденное корнями Qu, ..., Gg системы Rs; оно OPTO- 
гонально к плоскости, порожденной двумя последними фун- 
даментальными весами QE; | и л=& а - Qe си- 
стемы Rg. 

Пусть А = АПУ. Это приведенная система корней с 6a- 
зисом (a, ..., %), имеющая, следовательно, тип E,. Ее эле- 
ментами являются 


tete, (1<i<j<5), 
5 
== 5 #8 — 87 — Eg + У, (—1* We, | с четной суммой > у (1. 


i=l i=] 


Число корней n= | ; | -4+2°=72. Положительными Kop- 


нями будут 
= +8 (<i<j<S), 
5 | | 5 
= Eg — E7 — Eg + >, I с четной суммой >, v (i). 


i=] i=] 


(III) Имеем h=—- = 12. 
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(IV) Линейная комбинация 
> | 
@ = -5 (8; + => + &3 +, + &5 — & — &7 + es) = 
= а, + 20 + 203 + Зо. + 2a; + a, 
является корнем. Сумма координат относительно (a;) равна 
11—h— 1, поэтому а — максимальный корень. Он ортого- 


нален к а, G3, Gy, G5, Ag а (а | ч>) =1. Пополненный граф 
Дынкина имеет вид 


Oy a3 a Os Tu 


Oo 


(У) Так как (ala)=2 для всех a]&R, то RY=R. По 
отношению к D} квадрат длины корней равен '!/›, так что 


Фь(х, y)—(x1y)/24 и Y(R) = 144. 


(УГ) Вычисление фундаментальных весов дает 


2 l 
= (2, ir &,) = 3 (40, + 30 a баз = 6a, 7 40; + 20), 


| 


©; 
м | 
Go = 5 (81 - => + &3 + & + &; —e — а: + 23) = 
= a, + 2a, + 203 + 3a, + 2a; + a, = а, 
= 5 4 
Ga | (es — &; — &) + 5 (— & + eet аз + ви + 8) = 
= + (ба, + ба, + 1003 + 120, + 805 + 4a), 


=, +, +, — 2, — в, + ва == 
= 2a, + За + 40; + 6a, aL 4a; + 206; 


2 
©5 == (es — #7 — &5) + г. + =, = 
— (4a, + ба» + 80; + 1204 + 10а; + 5%), 
E 
Gg = 7 (Es — &7 — &) + в; = 


] 
+ (2a, + 30; + 403 + 6a, + 5a; + 4ag). 
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20000 
(УП) Полусумма о положительных корней совпадает 
6 

с Ув, откуда 


i=] 
р = => + 2e3 + За, + 4e; + 4 (es — в) — &) = 
— 8a, + lla, + 15a; + 2la, + 15а; + 80%. 


(VIII) Согласно n° 10, (VIII) и предложению 28 § 1, 
n° 10, 


QR)=R(R)NV=LNV и P(R)=p(P(R))=p(L;), 


где р обозначает ортогональное проектирование E на У. 
Имеем 


2 
р(о) = — Зло, pla) = us + -- 920. 


Группа Q(R) обладает базисом (a, ..., a,). Группа P(R) 
порождена группой Q(R) и элементом p(a,), потому что 
р (as) = P(Rs) ПУ = Q(RHNV =@ (К). Так как Зр (1) = © (К), 
а p(a) ÉQÛR), то группа P(R)/Q(R) изоморфна 2/37; она 
порождается, например, образом веса GW. 

Индекс связности равен 3. | 

(IX) и (Х) В соответствии с предложением 7 $2, n°4, 
порядок группы Вейля равен 6!1.2.2.3.2.1.3 =27.3*.5. По- 
следовательность показателей из шести членов заключена 
между [и ll и имеет в своем составе целые числа 1, 5, 
7, 11, взаимно простые с 12. Другими показателями m, т’ 
будут целые числа, такие, что 


т + т’ = 12, 
(m+ 1)(m’ + Па- 1) (54+ 1)(7 + 1) (11 + 1) =27.3*.5, 


как это утверждают формула (2) и следствие | предложе- 
ния 3 гл. V, $ 6, n°2. Второе соотношение дает (т + 1) x 
X (m’ + 1] =45, а так как m+m’-+2=—14, то получаем 

— 4, т’ ==8. Стало быть, полная последовательность пока- 


зателей есть 
1.45 7.32. 1} 


(XI) и (XII) Поскольку все корни одной и той же длины, 
автоморфизмами графа Дынкина будут автоморфизмы под- 
чиненного графа. Кроме тождественного, имеется еще один 
автоморфизм 2, который переводит a, G3, G4, As, Ag, A. COOT- 
ветственно в Qs, G5, Gy, Gy Qi, Go Следовательно, группа 
A(R)/W (В) изоморфна Z/2Z; так как — 1  W(R) (гл. У, § 6, 
n°2, следствие 3 предложения 3), то группа A(R) изомор- 
ua И (Ю)Х {1, —1}, а w, отождествляется с — €. Отсюда 


972 ГЛ. VI. СИСТЕМЫ КОРНЕЙ 13 


следует, что неединичный элемент из A(R)/W (Ю) определяет 
автоморфизм x+> — x группы Р(Ю\У)/О (ЮУ). 

Далее, в Р(ЮУ)/О (ЮУ) имеется два неединичных элемента 
порядка 3. Оба они определяют по одному автоморфизму 
порядка 3 пополненного графа Дынкина. 


13. Система типа С. 


(I) Пусть У — гиперплоскость в Е== №3, определенная 


уравнением 
51-Е 9 + & ==0. 


Пусть À — множество тех а = [+ ПИ, для которых (а |а) =2 
или (а |а) — 6. Элементами множества Ю являются 


+ (в, — =>), = (и —8), +&—8), = (2e — в —е.), 
Е (28 — ru 23), ыы (2e; ae 55). 


2 (а | В) 
(В |.B) run 
a, Ве R; это очевидно, когда В == + (&; —£;) c i j; если же, 
например, P= 2, — в —e; To (а|В) = 3 для всех ac R, 
что, конечно, влечет наше утверждение. Поэтому À есть 
приведенная система корней в V. Число корней п = 12. 
(II) Положим a =, — &5, а = —2e, +e, +e, Корни то- 
гда принимают вид 


= 01» = (a, + do), = (2a, + do), == Qo, 
+ (3a; + 0), = (За, + 20). 


Следовательно, (a, &) — базис системы R. Tak как || a, |? = 2, 
| a, |P = 6, (a, |а5) = —3, то Ю — система типа G,. Положи- 
тельными корнями являются ©, в + Go, 2a; +O, A, 3a, + а», 
3a, + 2а.. 


(III) Имеем h=—=6. 


(IV) Максимальным корнем будет G=3a,+ 2a, = 
= — 8 — & + 2в.. Поскольку (à |0) =0, (а |) = 3, пополнен- 
ным графом Дынкина будет 


Поэтому Ю порождает V и = Z, каковы бы ни были 


(У) Дуальная система RY совпадает с множеством сле- 
дующих векторов: 
| 
Ed, = (м +, = О-о), + 7 An 


| | 
27 (Sa, +), + 5 (80, + 2a). 


14 $ 4. КЛАССИФИКАЦИЯ СИСТЕМ КОРНЕЙ 973 


Существует 10 корней, не ортогональных к @; имеем 
п (8, а) = =1 для 4 из этих корней, n(B, а) = +3 для 4 
других ип (6, а) = +2 для В = + a. Поэтому квадрат длины 
корня 0, относительно Фр равен 4(4.1+4.94+2.4)7'='/,, 
и Dp(x, и) = (х| 9)/24. Применяя теперь формулу (18) из $ 1 
n° 12, с х=у==а,, получаем 


2-4. 1+4. = Y(R). +, 


откуда y(R) = 48. 
(VI) и (УП) Полусумма положительных корней равна 


р = 5a, + 30. 


Фундаментальные веса @, и ®., ортогональные к OQ и Qy, 
пропорциональны соответственно 2a, + a, и 3a, + 295. Имеем 


® + @ = р = 5a, + 3a, = (20, + 0,) + (За + 20). 
Следовательно, 
O1 = 2а, +a, @ = 3a, + 20% = а. 


(VIII) Q(R) порождается, например, корнями €, — в и 
=, — 83. В силу (VI) и (УП) Р(Ю)= 0 (Ю). Индекс связности 
равен 1. 

([Х) Семейство показателей состоит из двух членов; так 
Kak | и h— 1 — показатели, то ими все и исчерпывается. 


die. St 
(X) Поскольку (a, а) =-в-, группа W (R) изоморфна ди- 


эдральной группе порядка 12. 

(XI) Единственным автоморфизмом графа Дынкина 
является тождественное отображение, так что А(Ю) = (R) 
И и = — |], 


14. Неприводимые системы корней, не являющиеся приве- 
денными 


Неприводимые системы корней, не являющиеся приведен- 
ными, получаются из неприводимых приведенных систем по 
образцу, описанному в предложениях 13 и 14 $1, n°4. Для 
каждого целого числа [1 существует с точностью до изо- 
морфизма единственная неприводимая и неприведенная си- 
стема корней ранга [. Именно пусть Ю — система корней 
типа В, А — множество корней наименьшей длины в À; 
возьмем объединение множеств À и 2A. Получим, в обозна- 
чениях n°9, векторы 


+e, +28, tete, (i<j) 
в количестве 2/(/ + 1). 


УПРАЖНЕНИЯ 


$ 1. 


Все рассматриваемые ниже системы корней связаны с веществен- 
ными векторными пространствами. Через (х| у) обозначается скалярное 
произведение, инвариантное относительно группы Вейля (n° 3). 


1) Пусть Ю — система корней, R=R,UR,—ee разбиение. Предпо- 
ложим, что если X, у — два элемента из R; u x+y (соотв. x — y) — ко- 
рень, TO и X уе А; (соотв. x — уе R;), причем это верно для i = 1, 2. 
Тогда Ю будет прямой суммой систем Ю; и Ro. (Показать, используя 
следствие теоремы 1, n° 3, что если x GR, ау R2, то (x| y) =0.) 


2) Пусть Ю — система корней, а и В — два корня. Если t — такой 
скаляр, что Bt/iaeR, то 2EZ. (Ибо n(B+ta, а) == п (В, а) + 22.) . 
Если корень @ неделим, то Ё © Z. (В противном случае, используя пред- 
ложение 9, показать, что найдется ортогональный к @ корень Y, для ко- 


торого у+ чей: тогда (v+zela)>o, откуда juer. 


3) Пусть В — система корней в У, неприводимая и неприведенная. 
Существует невырожденная симметрическая билинейная форма Ф на V, 
такая, что если отождествить И с V* при помощи Ф, то R= RY, (Ис- 
пользовать предложение 13.) 

4) Пусть Г — свободный Й-модуль конечного ранга /, Г” — дуальный 

* o 
Z-MonyAb, [ — конечное множество индексов, [к i), ‚ — семейство эле- 
* , 
ментов из [ XI”, для которых (x, x;) = 2 при всех i е= /, SES. + 
re 
Пусть У — вещественное векторное пространство, дуальное к которому 
пространство V* отождествляется с Г* 69, В. Обозначим также через $; 
отражение $, © 1 в У. Пусть К (соотв. К’) — множество элементов X, 


(соотв. ie) Пусть E (соотв. Е”) — подпространство в У (соотв. V*), по- 
рожденное множеством К (соотв. А’). Предположим, что $, (К) = В при 
всех i. Тогда Ю является системой корней в Е, Е’ канонически отожде- 
ствляется с дуальным к Е пространством, а x; — C x} при всех i. Если Р 
(соотв. 2”) — подпространство в У (соотв. V*), состоящее из инвариант- 
ных относительно всех $, (соотв. 's,) точек, то TNF (соотв. T*NF’) no- 


рождает F (соотв. РЁ’). Положив T,=(TNE)B(TNF) (соотв. = 
=(T'NAE)B(T*NF)) придем к изоморфным конечным группам T/T, и 
РА 

5) Пусть R — неприводимая система корней. При любом В = К спра- 
ведливо соотношение 


16y (R) = | У» n(a, Br) | Zn, с)! 


ae R as R 
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‘и, следовательно, yy (AR) = y (R) для произвольного ненулевого скаляра À. 
{Использовать формулы (17) и (19) n° 12.) 


6) а) Пусть А — коммутативная группа конечного типа и Т — конечное 
подмножество в А, не содержащее 0. Существует подгруппа Н конечного 
индекса в A, такая, что HNT=Q). (Пусть ET. Используя строение 
коммутативных групп конечного типа, построить подгруппу конечного 
индекса в À, не содержащую f. Затем применить индукцию по Сага Т.) 

6) Пусть À — система корней, Р — замкнутое симметричное подмно- 
жество в Ю. Существует такая подгруппа Н конечного индекса в Q (R), 
что Р=НИРЮ. (Перейти к факторгруппе по подгруппе в Q(R), порожден- 
ной множеством Р, а затем использовать а) и предложение 23.) 


7) Индекс связности системы корней равен определителю ее матрицы 
Картана. (Использовать формулу (14), n° 10. Показать, с другой стороны, 
что в вещественном векторном пространстве, снабженным скалярным 
произведением, два базиса (=|,..., &,) (#1... 82), для которых 


(=;| =) =6;» удовлетворяют условию dete FR (ei, ..., e,)>0.) 


8) Пусть В — приведенная система корней. С — камера, 26 — сумма 
элементов > 0 в КУ, P’(R) — множество хеР(Ю), для которых (x, 0) eZ. 


Справедливы включения Q (Ю) & Р’(Ю) = P(R), причем Р (R)/P’ (R) будет 
порядка | или 2. Пусть (В/, ..., B,) — базис в ЮУ, соответствующий ка- 
мере С. Положим 20 =п.8, + ... +nß, где п, — целые числа > 0. 
Для того чтобы P’(R) =Р (В), необходимо и достаточно, чтобы все n, 
были четными. 

q 9) 4 В — система корней, С — камера. Положим B(C) = 
— {а cs Oy}, 

В. (С) = [U 2.0, @р, бу» .-., A} 
{все а, попарно различны) и а = а, +... + a... 

a) Пусть a*=8,0, + ... +20, где e, = +1 при i=l], 2,..., 5. 
Если (a*la,)>0 при i=1,..., /, то @* ==@ и €,;=1 при всех i. (Пусть у 
{соотв. 6) — сумма Q,, для которых &, = | (соотв. —1). Имеем (y|a,) — 
— (6 |а;) >0, (vla) + (6 [а;) = (а; | а), откуда 
| 2(vla)> (lc) 
так как 2 (y|a,)/(a,| в; =, то (v|a,)>(a,| a«,)—=(ala,), откуда y—aeæc, 
у га, y=au6=0 

6) Для {=1,2,..., $ пусть e, = + 1. Для того чтобы множество 
всех 2,4, было множеством корней > 0 относительно какой-нибудь ка- 


меры, необходимо и достаточно, чтобы вектор а" = >! €,0, принадлежал 
i 


некоторой камере. (Что касается достаточности, то следует взять р, == + 1, 
такие, что (a"|u,a,)>0. Существует элемент w & W (А), который пере- 
водит множество векторов H,4, в множество векторов @,, и, стало быть, 


а" — в a= 2 €;U,Ag(; где в = ©,. Применяя а), показать, что a** = а, 


t 
откуда He, = 1.) 
10) Пусть а — максимальный корень приведенной неприводимой CH- 


стемы R относительно некоторого базиса. Для максимальности корня a” 
необходимо и достаточно, чтобы все корни были одной и той же длины. 
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11) В обозначениях предложения 33 из n° 11 показать, что 6; +0; 
не является корнем ни для одной пары пары (i, j). 
12) Пусть А — система корней в У ранга 23, (a,,..., 4,) — базис 


в Ю, V’ (соотв. И”) — подпространство в V, порожденное корнями a, 


для i > 2 (соотв. #3), R' = Ю ПУ”, R” = ЮПУИ”. Пусть 4 (соотв. 4’, 4”) — 
определитель матрицы Картана системы К (соотв. R’, R”). Предположим, 
что а, ортогонален ко всем @,, за исключением @., и что || @, || = || a, 


Показать, что d = 2d’ — d”. 


13) Пусть К — приведенная система корней, (@,,..., @,) — базис BR 
с; (в; | а) 


(a | a) 


иа=са, + ... са, — некоторый корень. Тогда eZ для 


всех i. (Рассмотреть дуальную систему.) 


14) Пусть R — неприводимая система корней, À — наибольшая из длин 
корней, $ — множество подмножеств в À, состоящих из попарно орто- 
гональных корней длины А. Тогда два максимальных элемента в $ будут 
переводиться друг в друга группой W (R). (Использовать предложение 11 
и предложение | из гл. V, $ 3, n°3.) 


4 15) Пусть R — система корней ранга J. 

a) Для справедливости включения — | &  (Ю) необходимо и доста- 
точно, чтобы система À содержала [ строго попарно ортогональных 
корней. (Для доказательства необходимости провести индукцию по J, 
используя предложение | гл. У, $ 3, n°3.) 

6) Для каждого элемента we М (Ю) порядка 2 существует такое 
множество S строго попарно ортогональных корней, что W будет произ- 
ведением отражений Sg (а = 5). 


16) Пусть Ю — система корней, В — базис в R, R+ — множество 
положительных относительно этого базиса корней. Для w = (Ю) поло- 
жим Fy = R+f uw (— Ю+). Показать, что отображение w H—> Fy является 
биекцией W (R) на множество подмножеств Ро Ю+, таких, что Е и 
R,; —F замкнуты. (Применить к подмножеству Р = (Ю+ — F)U(— F) 
следствие | предложения 20.) 


qj 17) Пусть À — приведенная система корней и В — ее базис. Для 
любого подмножества J < В пусть W , — подгруппа в W(R), порожден- 
ная отражениями $, CAE J, и ш, — элемент наибольшей длины в W,. 
Пусть Ф — множество всех Ww). 
а) Показать, что для того чтобы элемент w = W (R) принадлежал Ф, 
необходимо и достаточно, чтобы 
w (В) < К. (В) Ц (— В). 


(Для доказательства достаточности этого условия обозначим через J; 
множество GE В, для которых w(a)= — В, и положим J = — w (J;). 
Если ae), то в (а) = —Ли ш (а) = В; если же а=В- Л, то 
vw м (а) ЕЮ; в противном случае w(a) был бы положительным, 
a w,w (a) — отрицательным, из чего следовало бы, что & (а) принад- 


лежит подсистеме, порожденной корнями BE), и что а принадлежит 
подсистеме, порожденной корнями В = J,, а это не так. Вывести отсюда, 


что W,W = 1.) 


6) Показать, что элемент w = W (R) имеет порядок 2 тогда и только 
тогда, когда он сопряжен с одним из W,. (Для доказательства необхо- 


димости этого условия заметить, что элемент & порядка 2 в W(R) 


J 
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является отражением относительно подпространства, порожденного- 
некоторой ячейкой F. С точностью до замены W на сопряженный эле- 


мент можно предполагать, что F CC, где С — камера, определенная 
базисом В. Ячейка F в таком случае будет пересечением гиперпло- 
скостей La с а, пробегающим некоторое подмножество JC В, и w= Wy. } 


18) Пусть R — система корней, и пусть P — параболическое подмно- 
жество в À. Показать, что дополнение к Р в R замкнуто. 


19) Пусть R — система корней, и пусть X — ненулевой элемент в Q (R) 
минимальной длины. Показать, что x & R. 


4 20) Пусть {a,, ..., а} — базис приведенной и неприводимой 
системы корней À. Пусть г и р— два целых числа р —>2, таких, что 
(a, la)= ... = (а, [@,) = р. (4..1 |4.) =... =. (@, lo). 

а) Пусть а=са + ... + са, — корень. Показать, что (а | а) = 


— (a; | а!) (иными словами, что а есть длинный корень) тогда и только. 
тогда, когда р делит C, 41, ++» Cp 
6) Пусть A— число Кокстера группы  (Ю). Показать, что число- 


корней в À наибольшей (соотв. наименьшей) длины равно Ar (соотв. 
h(l—r)). 


21) Пусть Ю — система корней и B—ee базис. Пусть а, BEB u 
weW(R) таковы, что В = & (а). Показать, что существуют последо- 


вательность Œj, ..., On элементов системы À и последовательность. 
W, ..., Wn—ı элементов группы W (R), такие, что 

(Па, =a, On =; 

i) фм... № 


(111) OF (@;)=a;,, при loixn—l; 
(iv) для любого ie (1, п—1) существует такой корень В; е В, 
что w, будет принадлежать подгруппе в W, порожденной отражениями 


So. H Sp. 
a, Bb; 


4 22) При тех же условиях и обозначениях, что и в предложении 33: 
из n°1l, обозначим еще через &,, ..., @, фундаментальные веса си- 


стемы À. | 
а) Показать, что c—! (@;) =, 5: Вывести отсюда, что | — с ото- 


бражает P(R) на О (Ю). 
6) Пусть f — индекс связности системы À, и пусть т, ces My — 


показатели группы W (R). Показать, что 


1 1 
т; 1 
— — — | J — i 
р = det (1 — с) [TG w ) 2 Il sin (m ‚u/h), 
где w= ezrilh 

в) Пусть р — простое число. Запишем A в виде h— p°H с H, не. 
делящимся на р. Показать, что для того чтобы р делило f, необходимо 
и достаточно, чтобы Н делило одно из чисел ту. 1) 


23) Пусть Ю — приведенная система корней, и пусть À — подмно- 
жество группы P(R). Говорят, что X насыщено, если выполнено сле- 
дующее условие: 


1) Этот результат, пока нигде не опубликованный, был сообщен нам 
Р. Стейнбергом. 
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(Н) Каковы бы ни были р=Х, ае В и{ <, такие, что i заклю- 


чено между 0 и (р, a”), справедливо включение р — ia & À. 

а) Показать, что всякое насыщенное подмножество устойчиво отно- 
‘сительно группы Вейля № системы À, 

6) Показать, что для любого подмножества AC P (R) существует 
‘наименьшее насыщенное подмножество $ (А) = P(R), содержащее А. 


в) Пусть С — камера в R, и пусть ре Р (В) ПС — старший вес. 
Пусть $ (р) — наименьшее насыщенное подмножество в Р (К), содержа- 
щее р. п, наконец, Z (р) — множество таких элементов p = P (R), что 

(i) p’ = p mod Q (К); 

(ii) лля любого w = W выполнено неравенство w (р’) <р (в смысле 
отношения порядка, определенного камерой С). 

Показать, что Х (р) конечно, содержит р и насыщено. Сделать вывод, 
что = (р) содержится в X (p). 

‚ Показать, что если а — элемент из Ю максимальной длины, то 


$ (a) = RU {0}. 


24) Сохраняются обозначения и условия предыдущего упражнения. 

а) Пусть реЕР (№), и пусть W.p — орбита р относительно М. Пока- 
‘BAT, что эквивалентны следующие условия: 

(i) S(p)=W.p; 

(ii) (p,aY)=0, I или —1 при всех а= А. 

(Если (ii) не выполнено, то строится элемент д = $ (р), такой, что 


{919)<(р|р), откуда 9% № .р.) 
6) Пусть Х — непустое насыщенное подмножество в P (R). Показать, 


что Х содержит элемент р, удовлетворяющий указанным выше усло- 
виям (i) и (ii). (Взять в качестве р элемент из X минимальной длины.) 

в) Система R предполагается здесь неприводимой. Пусть С — ка- 
‘мера в À, В = {aj}, М соответствующий базис и 


у = Уп) 
1 


— максимальный корень дуальной системы ЮУ. Пусть J — множество 
тех {= 7, для которых п, ==1. Пусть р — старший вес = 0. Показать, 
что условия (i) и H (ii) из a) эквивалентны каждому из следующих условий: 


(iii) (P, Y 


(iv) о такой индекс i =, что р равен соответствующему 
фундаментальному весу @,. 


Вес р, удовлетворяющий этим условиям, называется микровесом. 
Показать, что всякое непустое насыщенное подмножество в P(R) co- 
‚держит либо 0, либо микровес. 


$ 2. 
Через R обозначается приведенная система корней в вещественном 
векторном пространстве У. 


I) Пусть хеЕЙ, и пусть И (x) — подгруппа в W(R), состоящая. из 
‘элементов и, для которых 


и (х) —-хе О (ВЮ). 
Показать, что W (x) порождается отражениями. (Использовать аффинную 


группу Вейля дуальной системы RY.) 
2) Предположим, что система R неприводима. Пусть {a,, ..., а} — 


базис, à = 2 n,&; — максимальный корень и f — индекс связности си- 


§ 3 УПРАЖНЕНИЯ | 279 


стемы R. Показать, 4TO f— 1 равно числу HHACKCOB Г, AAA которых. 
n, =] 
I . 


3) При тех же обозначениях и условиях, что и в n°3, пусть 4 — авто- 
морфизм аффинного пространства Е, который переставляет между собой 
гиперплоскости Гар (a= А, REZ). Показать, что и является переме- 
щением. (Показывается, что отображение, сопряженное к линейному ото-. 
бражению Up, ассоциированному с U, оставляет устойчивой R и, стало- 
быть, принадлежит группе А (Ю).) Вывести отсюда, что С — нормализатор- 
группы Ша в группе автомоофизмов аффинного пространства E. 


4) Пусть С’— камера относительно W(R) в V*, и пусть С — альков: 
с вершиной 0, содержащийся в С’. Пусть Sg (соотв. $) — множество. 
отражений относительно стенок алькова С (соотв. камеры С’). Пары 
(Wa, Sa) и (№, $) являются системами Кокстера, и $< $а. Показать, 
что для ($, ())-приведенности (гл. IV, $ 1, упражнение 3) элемента 
w = №, необходимо и достаточно, чтобы w (С) CC’. 


41 5) Предположим, что система R неприводима, и выберем какую-- 
нибудь камеру С системы À в V; обозначим через В соответствующий 
базис в К. Ä 

a) Показать, что микровеса ($ |, упражнение 24) системы À обра-- 
зуют систему представителей в P(R) ненулевых элементов фактор- 


группы P (R)/Q (В). (Применить к RY следствие предложения 6.) 

| Пусть X — насыщенное подмножество ($ 1, упражнение 23) 
группы © (Ю). Предположим, что X непусто и не сводится к {0}. Пусть. 
р — отличный от нуля элемент из À минимальной длины. Показать, что- 
ре R. (Ввиду а) р не удовлетворяет условию (ii) упражнения 24 к $ 1; 


поэтому существует @ == À, для которого (р, av) > 2, откуда p—ae À. 
Так как р — а имеет строго меньшую длину, чем р, TO р — а =0, откуда 
р=К.) | 

в) Пусть р — старший Bec, не принадлежащий О (Ю). Показать, что» 
насыщение $ (р) веса р (см. $ 1, упражнение 23) содержит микровес, и 
притом только один. (Заметить, что $ (р) содержится в нетривиальном 
классе по модулю © (Ю); сделать нужный вывод, применив а) и упраж- 
нение 24, в) к $ |.) 

г) Пусть р — старший вес, не принадлежащий О (R). Доказать экви- 
валентность двух следующих свойств: 

(1) р есть микровес; 

(У) не существует старшего веса g = р, такого, что р — q было бы' 
линейной комбинацией с целыми коэффициентами > 0 элементов базиса В. 

(Если 4 удовлетворяет условиям свойства (Vv), то рассмотрим микро- 
вес Pi, принадлежащий $ (9). Имеем р, = р mod О (В), pı<p, u a) пока- 
зывает, что р не является микровесом. Следовательно, (i) => (v). Обратно,. 
если р не является микровесом, то рассмотрим 4 @ $ (р) — № .р; с точ- 
ностью до преобразования 9 при помощи W можно предполагать, что- 


Че С; в соответствии с упражнением. 23 к $ 1, q<p, 9==р и д= 
=.p mod Q (R). Поэтому (v) = (i).) | | 


$ 3. 


Обозначения и условия те же, что и в n° 2—4. 


1) а) Показать, что для любого i, заключенного между | и [, суще- 
ствует, и притом только одно, дифференцирование D; кольца А [Р], удо 
влетворяющее следующим условиям: 

a,) Dj А-линейно; 


a.) D; es бе”! (5; — символ Кронекера). 
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— семейство элементов из A[P W B - 
6) Пусть (х;)1 cp <1 [Р] удовлетво 


ряющее условиям теоремы 1. Показать, что 
det (D; (x;)) =. 


{Доказать, что det (D, (x;)) является антиинвариантным элементом с мак- 


симальным членом €”, откуда и вытекает нужный результат, в случае, 
когда 2 — не делитель нуля в А. В общем случае воспользоваться прин- 
ципом продолжения алгебраических тождеств.) !) 


2) Пусть Р’— подгруппа в P(R), содержащая Q (R). Показать, что 
Р’ устойчива относительно W. Построить пример, когда алгебра А [pP]? 
He изоморфна алгебре многочленов (взять в качестве À произведение 
двух систем ранга 1). 


$ 4. 


Символом ИТ (К), где R — система корней, обозначается множество 
элементов в W (R) с определителем |. 


4] 1) Пусть R — система корней типа Рё. 

а) Показать, что если а, 8B @R сравнимы по модулю 20 (R), то 
В = + a. 

6) Вывести из a), что если ше (№) действует в Q (R)/2Q (R), то 
ыы В 


| 
в) В обозначениях n° 10 показать, что квадратичная форма + (x | x) 


на Q(R) определяет при факторизации невырожденную квадратичную 
форму gs на векторном Е›-пространстве О (Ю)/20 (Ю). Показать, что 
псевдодискриминант формы gg (Алг., гл. IX, $ 9, упражнение 9) равен 
нулю и что Gg имеет индекс 4. 

г) Пусть О (gg) — ортогональная группа на Q (R)/2Q (R) относительно 
этой формы. Определить при помощи факторизации гомоморфизм 


h: № (К) > О (gs). 
Показать (сравнив порядки), что последовательность 


11, —1- W(R) — 0 (4,) 1 
точная. 


д) Показать, что образом при A группы wt (R) является подгруппа 
ot (gs) группы О (498), определенная в Алг., гл. IX, $ 9, n° 5. Вывести 


отсюда, что W* (R)/{l, —1} является некоммутативной простой группой. 


4 2) Пусть R— система корней типа Eg. 

а) Положим E = Q (Ю)/ЗР (R). Это — векторное Ез-пространство раз- 
мерности 5. В обозначениях n° 12 показать, что скалярное произведение 
(х er определяет на Е невырожденную симметрическую билинейную 
форму @. Показать, что образы в Ё двух различных элементов системы À 
различны. 

6) Пусть О ($) — ортогональная группа формы @. Справедливо ра- 
венство О (ф) ={1, —1} SO ($). Спинорная форма определяет сюръек- 
тивный гомоморфизм группы SO(q) на {l, —1}, ядро которого обозна- 


чается символом SO* (ф). Группа so* (ф) — простая, порядка 25920 


1} Этот результат, пока нигде не опубликованный, был сообщен нам 
P. Стейнбергом. 
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Факторгруппа О (ф) /sot (p) имеет тип (2, 2). Вывести отсюда, что О (œ} 
содержит единственную подгруппу © (ф) индекса 2, отличную от SO ($) 
и не содержащую — 1. 

в) Всякий элемент группы A(R) определяет при факторизации эле- 
мент группы О ($). Показать (сравнив порядки), что при этом получается 
изоморфизм A(R) на О (pP). Образом группы W (R) при этом изоморфизме 


будет О ($), а образом группы W*(R)—SO* (op). Следовательно, М (R) 
является расширением 2/2 при помощи простой группы порядка 25920. 
г) Пусть F=Q (R)/2Q (№). Это— векторное Е.-пространство размерно- 


сти 6. Показать, что квадратичная форма 5 (х|х) определяет при фак- 
торизации невырожденную квадратичную форму 45 на F с псевдодискри- 
минантом, равным 1. Пусть О (ge) обозначает соответствующую ортого- 
нальную группу. Определить при помощи факторизации гомоморфизм 
h: № (R)-> 0 (qo). 

Показать, что гомоморфизм A инъективен (обратить внимание, что. 
—1 Е № (Ю)), а затем, что он является изоморфизмом (сравнить по- 
рядки). Получить отсюда изоморфизм W* (R) на О* (46) (ср. Ane., гл. 
IX, SD n°). 

д) Сравнив в) с г), показать !), что группа SO * (ф) изоморфна группе 
o* (96). 

4 3) Пусть À — система корней типа En. 

а) Положим Е = Q (R)/2P (R). Это—векторное Е›-пространство раз- 


мерности 6. В обозначениях n° Il показать, что скалярное произведение 
(x|y) определяет на Е невырожденную знакопеременную билинейную 


форму. : 
6) Вывести из a) существование точной последовательности 
1-> {1, — 1} > (R) Sp (6, Fo) > 1. 
(Использовать тот факт, что Sp (6, Fy) имеет порядок 29.34.5.7.) 
в) Показать, что сужение À на № + (R) является изоморфизмом W* (В) 


на Sp (6, Fo). 
г) Используя квадратичную форму 47 на векторном Е›-пространстве 


О (R)/2Q (R), получающуюся из 5 («1 +) при факторизации, дать другое. 
доказательство утверждения 6), а также установить изоморфизм 
О (97) > Sp (6, F2). 

$ 4) Пусть Ю — приведенная и неприводимая система корней в И, 
(а, es @y) — базис в А, @—MaKCHMaJIbHbIH корень. Положим @ = na +... 
... +n,a,. Предлагается дать описание симметричных и замкнутых 
подмножеств в À, отличных OT À и максимальных относительно этих 
CBOHCTB. 


a) Пусть ie {l,2,..., 3, и пусть R; — множество корней ER, 
являющихся линейными комбинациями a; для j i. Показать, что Ю; 


2. 
максимально тогда и только тогда, когда п; ==. 


1) М. Кнезер показал, что аналогичный метод позволяет получить. 
все „исключительные“ изоморфизмы между классическими группами ко- 
нечного порядка; см. М. Kneser, Über die Ausnahme-Isomorphismen zwi- 
schen endlichen klassischen Gruppen, Hamburger Abh., 31 (1967), 136—140. 
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6) Пусть 1 = {1, 2, ...,/}; предположим, что n,> 1. Пусть 5, — мно- 
l 

‘жество корней > ma, с т; = 0 (mod n,). Показать, что $, максимально 
j=l 

‘тогда и только тогда, когда N, — простое число. (Если п, = ab, геа> 1, 


b> 1, то рассмотреть подмножество $’ € À, состоящее из корней >, Mm 0; 


j 
c m, = 0(moda), и показать, что $” строго содержит S;.) Показать, что 
‚ корни —@, a; (ji) образуют базис в S, (ранга /). Получить отсюда 


граф Дынкина системы S,. 


в) Всякое замкнутое, симметричное и максимальное в À подмноже- 
ство переводится каким-нибудь элементом группы W (R) в одно из под- 
множеств, описанных в a) или 6). (Пусть У — такое подмножество. Тогда 
У = RAA, где Н — подгруппа конечного индекса в Q(R) ($ 1, упражне- 
ние 6, 6)); можно предполагать, что Q (R)/H — циклическая группа. Суще- 
ствует, следовательно, такой вектор u* = И", что Х будет множеством 
‘корней a © R, для которых (u*, a) = Z. Множество » не изменится, если 


добавить к и” элемент из Q (RY). Используя Wa(R), показать, что u* 
‘можно взять таким, чтобы qu”, а;) > 0, (u*, а) < 1. Пусть и; = (и", а). 
Если два из и; будут =<0, то Х не максимально.) 


г) Перечислить максимальные симметричные замкнутые подмножества 
в А для различных типов приведенных неприводимых систем корней. 


5) Пусть R— система корней и P’(R) — подгруппа в Р (№), введен- 
‘ная в упражнении 8 к § |. Показать, что Р” (R) =Р (R), если R имеет тип 
A; с четным J, или тип Ву с [=0, 3 (mod 4), или Dice [=0, 1 (mod 4), или 
G,, или Fy, или Es, или Ез. Показать, что Р’(Ю) = 0 (ВЮ), если R имеет 
un Су, или Вус [=1, 2 (тоа 4), или Е’, или A, Если В имеет тип A; 
<< нечетным />1, то P’(R)/Q(R) является единственной подгруппой ин- 
декса 2 циклической группы P (R)/Q (Ю). Если, наконец, R имеет тип Оу 
с [=2, 3 (mod 4), то P’(R)/Q(R) является единственной подгруппой по- 
рядка 2 в P(R)/Q(R), устойчивой относительно А (R). 


Ч 6) Пусть КЮ — приведенная и неприводимая система корней, 
(<, ..., a,) —базис в R, Pp, a + ... +0, — максимальный корень, aa, +... 
... = аа, — сумма положительных корней, т, +++) My — показатели 


группы W (№),  — ее порядок, f — индекс связности системы. À. 
а) Проверить в каждом случае, что 


Ир. Ро ... Рут... Mm =а а... Ay. 


6) Показать, что 


тт. ...т =[Р аа... ay 


«(Использовать a) и предложение 7 из $ 2, n° 4.) 
в) Для любого положительного корня а = >) ¢,0, пусть е (а) = 
| i 


a > Ci: Вычислить в каждом случае многочлен. 
i 


P(t)= У 0, 


a >0 
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l Е 
—1\ 1 
Проверить, что P(t)=t > (1 ЕЕ... + PA ) ), 
i=! 
7) Пусть R — приведенная и неприводимая система корней. 
а) Проверить, что канонический гомоморфизм А (R)/W (R) в группу: 
автоморфизмов группы P (R)/Q (R) инъективен. 
| 6) Вывести отсюда, что —1 принадлежит W (R) тогда и только тогда,. 
когда Q (К) > 2Р (К). 
| 8) Пусть R, и К. — две приведенные и неприводимые системы KOP-- 
ней. Показать, что если группы W(R,) и W (R,) одного и того же по- 
рядка, то система R, изоморфна Ry или RY. (Использовать классифика- 


цию.) Продолжает ли этот результат оставаться верным, если не пред-. 
полагать, что система À, неприводима? 


9) Пусть В — система корней ранга [, и пусть р — простое число, 
делящее порядок группы A(R). Показать, что p</+ 1. (Свести к не- 
приводимому случаю и использовать классификацию.) 


10) а) Пусть (М, $) — неприводимая конечная система Кокстера. Ilo-- 
ложим | 
W (t)= bi #(@) (гл. IV, $ 1, упражнение 26). 


weW 


Пусть My, ..., mj— показатели группы W (гл. V, $ 6, n°2). Проверить. 
для небольших значений | формулу 


1 
у (д= Па+е+... +29) 


i=] 


(использовать теорему | и упражнение 26 K гл. IV, $ 1). 2) 
6) Пусть R — приведенная неприводимая система корней и  (соотв.. 
Wa) — группа Вейля (соотв. аффинная группа Вейля) системы R, наделен- 


ная структурой группы Кокстера (соответствующей выбору’ некоторого- 
алькова). Как и выше, определяются  ([) и показатели mj; положим. 


также 


шем, 


Проверить при небольших значениях 1 формулу 


1 1 a 
| ЕЕ... +21 
veo=wo я 


1—1 i=1 


1) Доказательство, He использующее классификацию, см. в статье: 

В. Kostant, The principal three-dimensional subgroup and the Betti 
numbers of a complex simple Lie group, Amer. J. Math., 81 (1959), 
973— 1032. 

?) Доказательство этой формулы, He использующее классификацию и 
верное при всех значениях /, см. в статье: 

Г. Solomon, The orders of the finite Chevalley groups, J. of Al-- 
gebra, 3 (1966), 376 — 393. 
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{использовать теорему 2 и упражнение 26 к гл. IV, $ 1). !) 


4 11) Пусть (W, $) — система Кокстера типа Hz (см. теорему 1). 
а) В тех же обозначениях, что и при доказательстве леммы 2 


Pat 

в гл. V,§ 6, n°2, показать, что (2°, 2”) = л/5; вывести отсюда, что число 
Кокстера h группы W равно 10 и что показателями группы W будут 1,59. 

6) Используя a), показать, что Card (№) = 120 и что число отражений 
группы W равно 15. 

о установить формулу Сага (W) = 120, применив упражнение 5 
к гл. У, § 3. | 

г) Пусть %5 — знакопеременная группа множества {1, ..., 5}; для раз- 
личных а, 6, с, 4 из множества {1,..., 5} обозначим через (ab) транспо- 
зицию элементов а и b, а через (ab) (cd) произведение транспозиций (ab) 
и (са). Пусть 


ri = (14) (23), ro = (12) (45), гз = (12) (34). 


Показать, что (rir)? = (rors) = (г1гз)? =1. Вывести отсюда сущест-. 
вование гомоморфизма f: W—>%{;, отображающего $ на {r,, Го, гз}; пока- 
зать, что | сюрьективен. 


д) Пусть в: W > {+ 1} — гомоморфизм w => Ce), Показать, что 
(|, =): И > Х {= 1} 


есть изоморфизм. (Использовать тот факт, что обе рассматриваемые 
группы имеют один и тот же порядок.) 


Ч 12) Пусть (1, i, р А) — канонический базис тела кватернионов H, 
при помощи которого отождествляются Н и В+. На H вводится скалярное 


I 
произведение — (ху + yx). Пусть Г — мультипликативная группа кватер- 


нионов с нормой 1. 

а) Если a & Г, то ортогональное отражение Sg в H, которое перево- 
дит а в —а, совпадает с отображением X > —аха. 

6) Пусть = i+ (cos) jer ar = I +i+i+k)er. 
Пусть Q — множество кватернионов, получающихся из 1, 4, г четными 
перестановками координат и изменением знаков некоторых координат. 
Тогда Q является подгруппой в Г порядка 120. 

в) Пусть W — подгруппа в GL(H), порожденная отражениями Sa 
ce а= О. Показать, что W оставляет устойчивой Q, является конечной, 
неприводимой, но не является кристаллографической; вывести отсюда, 
что № имеет тип Н. (см. теорему 1). 

г) Показать, что W действует на О транзитивно. (Использовать пред- 
ложение 3 гл. IV, $ 1.) 

д) Пусть ap) = О, V — векторное подпространство в H, ортогональное 
к do, и пусть Ш, — стабилизатор вектора ay в №. Показать, что сужение 
Wo на У есть неприводимая группа, порожденная отражениями (гл. V, 
$ 3, n°3), но не являющаяся кристаллографической. Вывести отсюда, что 
И. — группа Кокстера типа H3. 


1) Доказательство этой формулы, не использующее классификацию и 
верное при всех значениях |, см. в статьях: 

R. Bott, An application of the Morse theory to the topology of Lie 
groups, Bull. Soc. Math. France, 84 (1956), 251 — 281; 

М. Iwahori, Н. Matsumoto, On some Bruhat decomposition 
and the structure of the Hecke rings of p-adic Chevalley groups, Publ. 
Math. Inst. Hautes Et. Sci., Ne 25 (1965), 5 — 48. 
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е) Показать, что Card (W) =26.3?.5? (использовать г), д) и упраж- 
нение 11). 

&) Показать, что число Кокстера группы W равно 30 и что ее пока- 
зателями будут 1, 11, 19, 29. 


13) Пусть У — гиперплоскость в R°, определенная уравнением x1 +... 
... | Хх —0, и Ю — подмножество в V, состоящее из точек 


(2, A >, —|, —|, —|, —|, —|, — 1), (—2, —2, —2, i, i, 1, i. i; 1), 
(3, —3, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0) 


и из точек, которые получаются перестановками координат этих трех 
точек. Показать, что R является системой корней в V типа Es. 


14) В обозначениях n°7 показать, что автоморфизм пространства вт, 
который переводит 8} В Es & В Em ..., 8, в &,,, Из, BE), индуцирует 
преобразование Кокстера системы R типа Aj. 


15) Дать описание микровесов ($ 1, упражнение 24) для каждого 
типа неприводимой приведенной системы корней. (Находятся фундамен- 
тальные веса @®,..., @, для A, Bec ©, для B» вес ©, для Ch Beca ®,, 


O,_» ©, для Dp веса @, и @, для Ee вес ®, для EV для Ey Ра И G, 
ничего находить HE нужно.) 


Е 


4 16) Пусть (№, $) — конечная неприводимая система Кокстера, и 
пусть й = Сага (5). | 

а) Показать, что если (№, $) — не типа F,, то существует подмно- 
жество X CS из n — | элементов, такое, что (Wy, À) будет типа А„_ 


6) При помощи канонического представления (гл. У, $ 4) W ото- 
ждествляется с подгруппой группы GL (RS). Показать, что существует 
такой базис (e,,..., en) в RS, что при любой перестановке с = 9, 
автоморфизм пространства RS, переводящий €; в es(i) lsisn, при- 
надлежит группе W („reopema Бернсайда“). (В случае когда тип системы 
(У, $) отличен от Fy, использовать а); в случае же типа Fy заметить, 
что W содержит подгруппу типа D, (см. n°9), а это сводит задачу 
к предыдущей.) 

в) Пусть Е — какая-то подгруппа группы автоморфизмов системы 
(W, $). Показать, что полупрямое произведение E-W группы E на W 


погружается каноническим образом в GL(R°). Показать, что определен- 


ная таким образом подгруппа в GL (RS) порождается отражениями, за 
исключением следующих четырех случаев: 

(i) (W, $) — типа Аи, п 24; группа Е — порядка 2; 

(ii) (Т, $) — типа Dy; группа Е — порядка 3; 

(iii) (У, $) — типа Fy; группа Е — порядка 2; 

(iv) (№, $) — типа Es; группа Е — порядка 2. 

Показать, что в случаях (i) и (iv) будет Е-М = {1} X И. Показать, 

что в случае (iii) группа E-W не оставляет устойчивой никакой решет- 
= | 

KH BR”. 

г) Пусть И, — конечная подгруппа в СЁ, (В), порожденная отраже- 
ниями, неприводимая и существенная, и пусть G — конечная подгруппа 
в GL, (В), содержащая W,. Показать, что С либо порождается отраже- 
ниями, Либо имеет вид E-W, где Е и W принадлежат к одному 
из типов (1) — (iv) упражнения в). (Пусть № — группа, порожденная 
отражениями, которые содержатся в G. Группа С переставляет между 
собой камеры относительно №. Как ив § 2, n° 3, вывести, что @ имеет 
указанный вид E+ W.) 


ИСТОРИЧЕСКИЙ ОЧЕРК 


К ГЛАВАМ IV—VI 


(М.В. Римские цифры в скобках отсылают к библиографии, помещен- 
ной в конце настоящего очерка.) 


Группы, изучавшиеся в этих главах, возникали в связи 
с различными вопросами геометрии, анализа и теории групп 
Ли то в виде групп перестановок, то в виде групи переме- 
щений в евклидовой или гиперболической геометрии, но 
вплоть до недавнего времени эти разные подходы не были 
согласованы друг с другом. 

Исторически возникновение теории намного предшество- 
вало введению понятия группы: фактически она берет начало 
в исследовании свойств „регулярности“ или „симметрии“ 
геометрических фигур и особенно в описании правильных 
многоугольников и многогранников (восходящем, без сомне- 
ния, к пифагорейцам), которое увенчивает „Начала“ Евклида 
и является одним из наиболее блистательных творений гре- 
ческого гения. Позднее, а именно у арабских авторов конца 
средних веков и затем у Кеплера, появились зачатки мате- 
матической теории правильных „покрытий“ плоскости или 
сферы попарно конгруэнтными (но не обязательно правиль- 
ными) многоугольниками; происхождение этой теории, не- 
сомненно, связано с различными типами орнаментов, изо- 
бретенными античной и арабской цивилизациями (что можно 
с полным правом рассматривать как подлинную часть мате- 
матики, созданной этими цивилизациями [XII|). 

В 1830—1840 г. исследования по кристаллографии (Гес- 
сель, Бравэ, Мёбиус) привели к изучению проблемы, которая 
в точности совпадает с проблемой описания конечных групп 
перемещений в евклидовом пространстве трех измерений, 
хотя упомянутые авторы и не пользовались еще языком 
теории групп; последний входит в употребление лишь около 
1860 г., и именно занимаясь классификацией групп, Жордан 
в 1869 г. [УП описал дискретные подгруппы сохраняющих 
‘ориентацию перемещений пространства R? (и, более общим 
образом, все замкнутые подгруппы групп перемещений, 
сохраняющих ориентацию). Е 

Этот цикл идей развивался в XIX веке в нескольких 
направлениях, из которых отметим наиболее яркие. 
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1° В соответствии с тенденцией, проявившейся в теории 
конечных групп с самых ранних пор, старались „задавать“ 
конечные группы перемещений образующими и соотноше- 
ниями возможно более простого типа. Так, в 1856 г. Гамиль- 
тон [V] доказал, что конечные группы вращений в евклидо- 
вом пространстве R? порождаются двумя образующими $5, T, 
связанными соотношениями $7 = 11 = ($Р)3 = |, при надле- 
жащих значениях р Mg. 

2° Дискретные группы перемещений могут содержать и 
могут не содержать отражений. Начиная с 1852 г. Мёбиус 
описал, по существу, порожденные отражениями конечные 
группы перемещений в сферической геометрии (что экви- 
валентно той же задаче для конечных групп евклидовых 
перемещений в R°); он нашел [III], что, за исключением 
циклических групп, фундаментальной областью такой группы 
служит сферический треугольник с углами вида л/р, л/д, л/г, 


1 | | 
где р, 9, г—три целых числа >|, для которых 7 — г + ze l 


(cm. гл. V, $ 4, упражнение 4). Он установил также, что эти 
группы содержат в качестве подгрупп все конечные группы 
перемещений. 

3° Этот последний круг идей получил новый стимул 
к развитию, когда вслед за работами Римана и Шварца по 
гипергеометрическим функциям и конформным представле- 
ниям началось изучение „покрытий“ комплексной плоскости 
или полуплоскости фигурами, которые ограничены дугами 
окружностей; Клейн и Пуанкаре заложили здесь основы 
теории „автоморфных функций“ и рассмотрели (для случая 
дуг окружностей, ортогональных к фиксированной прямой) 
проблему, эквивалентную проблеме нахождения дискретных 
подгрупп группы перемещений гиперболической неевклидо- 
вой плоскости (отождествляемой с „полуплоскостью Пуан- 
каре“) [Х]. 

4° В работе, которая восходит приблизительно к 1850 г., 
но была опубликована много позднее и оставалась долгое 
время в забвении, Шлефли [ПУ] распространил понятия пра- 
вильного многогранника и покрытия пространства ВЗ такими 
многогранниками на все евклидовы пространства В”. Он 
полностью описал правильные „политопы“ в каждом В", 
группу перемещений, оставляющих инвариантным один из 
‘таких политопов, и фундаментальную область этой группы; 
как и в случае п = 3, изученном Мёбиусом, эта область явля- 
ется „камерой“, след которой на сфере S,_;, представляет CO- 
бой сферический симплекс. Однако он не стал заниматься 
обратной задачей нахождения конечных групп перемещений, 
порожденных отражениями в В"; эта задача была решена 
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лишь много позднее Гурса [VII] для п=4, а для произ- 
вольного N ее решение должно было ждать работ 9. Kap- 
тана [IX, f)] и Кокстера [XIV], на которых мы остановимся 
ниже. 


* 
* * 


Примерно к 1890 r., с первыми работами Киллинга и 
Э. Картана по группам Ли, оформился новый цикл идей, 
который долгое время развивался без связи с предыдущим. 
При изучении строения комплексных полупростых алгебр Ли 
Киллинг [VIII] и Картан [Х, а)| сразу же осознали перво- 
степенную роль некоторых линейных форм ©, на „подалгебре 
Картана“ № такой алгебры Ли 4; это не что иное как 
„корни“ относительно D, названные так потому, что у Кил- 
линга они появились как корни характеристического урав- 
нения det(ad,;(x) — Т) =0, левая часть которого рассматри- 
вается как функция от хер. Свойства этих „корней“, 
установленные Киллингом и Картаном, можно выразить 
на геометрическом языке гл. УТ, сказав, что они образуют 
„приведенную систему корней“ (см. гл. VI, $ 1, n°4); далее, 
ими было показано, что классификация комплексных полу- 
простых алгебр Ли сводится к классификации ассоциирован- 
ных „систем корней“, которая в свою очередь сводится 
к описанию некоторых матриц с целыми коэффициентами 
(названных впоследствии „матрицами Картана“; см. гл. УТ, 
$ 1, n°5). Киллинг и Картан доказали также существование 
для любого корня ®, инволютивной перестановки S, MHO- 
жества корней '); они использовали существенным образом 
преобразование С = Sa Sa, ... ба, — произведение перестано- 


вок, ассоциированных с { корнями фундаментальной системы 
(ныне оно называется „преобразованием Кокстера“); они же 
продолжили указанную перестановку до линейного преобра- 
зования векторного пространства, порожденного фундамен- 
тальными корнями Ga, (SiS), и изучили его собствен- 


ные значения ([VIII, П])]|, стр. 20; [IX, а)], стр. 58). Но ни 
Киллинг, ни (на первых порах) Картан не догадывались 
рассмотреть группу 9’, порожденную всеми S,; и когда 
несколько позднее Картан [IX, b)] описывал группу Галуа Я 
характеристического уравнения 


det (ad, (x) — Т)=0 


С „общим элементом“ X =D, отображения $. им сначала 
не вводились в игру; 30 лет спустя, уже под влиянием работ 


1) Обозначения Wg и Sg соответствуют нашим обозначениям @ и Sg 
из гл. УГ, $ 1. 
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Г. Вейля, он показал [IX, c)], что & есть нормальная под- 
группа группы Я, и описал во всех случаях строение фак- 
торгруппы 9/9’, которая (для простой алгебры 4) имеет поря- 
док 1 или 2, за исключением случая D,, когда она 
изоморфна группе ©3; именно в этой связи он интерпрети- 
ровал также 9’ как группу, индуцируемую внутренними 
автоморфизмами комплексной полупростой алгебры Ли, 
оставляющими устойчивой подалгебру Картана '). 

В работах Г. Вейля, о которых мы только что упомя- 
нули, была впервые введена геометрическая интерпрета- 
ция группы & (названной впоследствии „группой Вейля“ 
алгебры 4); в то время как Киллинг и Kaptan работали 
с преобразованием С, он высказал идею рассматривать все S, 
как отражения в векторном пространстве линейных форм 
на В. В мемуаре Г. Вейля [XIII] впервые появилась также 
фундаментальная область „аффинной группы Вейля“ (впро- 
чем, связь ее с „группой Вейля“ 9” He была ясно указана); 
Вейль использовал ее для того, чтобы установить конеч- 
ность фундаментальной группы полупростой компактной 
группы, что было, в свою очередь, основным моментом в его 
доказательстве полной приводимости линейных представлений 
комплексной полупростой алгебры Ли. Вскоре 9. Картан осу- 
ществил синтез глобальной точки зрения Г. Вейля, своей соб- 
ственной теории вещественных или комплексных полупростых 
алгебр Ли и теории симметрических римановых пространств, 
которую он в то время строил. В мемуаре [IX, d)] он 3a- 
вершил описание фундаментальных политопов группы Вейля, 
обычной и аффинной, и ввел решетки весов и радикальных 
весов (гл. VI, $1, n°9); в ПХ, е)] он распространил этот 
подход на симметрические пространства и таким именно 
образом столкнулся с первыми примерами неприведенных 
систем корней (гл. УТ, $ 4, n°1). Наконец, в статье [IX, f)] 
дано первое доказательство того факта, что всякая конечная 
группа, порожденная отражениями в В" и являющаяся не- 
приводимой, обладает фундаментальной областью со сфери- 
ческим симплексом в качестве следа Ha S„-ı; в этой работе 
Картан установил также геометрическими средствами един- 
ственность максимального корня (относительно произволь- 
ного лексикографического порядка на системе корней). — 

Спустя некоторое время Ван дер Варден [XVI], опираясь 
на результаты мемуара Г. Вейля, показал, что Kylac- 
сификация комплексных полупростых алгебр Ли эквивалентна 
классификации приведенных систем корней, каковую OH и 


_ 1) Обозначения 9 и 9’ соответствуют нашим обозначениям À (R) и 
У (R) из гл. VI, $ 1, n°1. 


10 Зак. 61. Н. Бурбаки 
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осуществил при помощи элементарных геометрических сообра- 
жений (тогда как у Киллинга и Картана эта классификация 
следовала из сложных вычислений определителей). Почти 
в то же время Кокстер описал в явном виде все неприво- 
димые конечные группы евклидовых перемещений, которые 
порождаются отражениями [XIV, c)]; он дополнил тем самым 
результаты Э. Картана ПХ, d)], который описал лишь „кри- 
сталлографические“ группы (T. е. группы, ассоциированные 
с системами корней, или, еще, допускающие вложения в бес- 
конечную дискретную группу перемещений). В следующем 
году Кокстер показал [ХТУ, d)], что конечные группы, поро- 
жденные отражениями, суть единственные (с точностью до 
изоморфизма) конечные группы, допускающие задание инво- 
лютивными образующими Ю; и определяющими соотноше- 


ниями вида (R;R;)"ti =1 (т‚‚—целые числа); отсюда и назва- 


ние „группы Кокстера“, присвоенное потом группам (конеч- 
ным или бесконечным), допускающим такое задание. 


* 
* * 


Первые связи между двумя циклами исследований, опи- 
санными нами выше, были отмечены впервые, по-видимому, 
Кокстером [XIV bis], а затем — Виттом [XVII]. Они устано- 
вили, что бесконечные неприводимые группы евклидовых 
перемещений, порожденные отражениями, взаимно одно- 
значно (с точностью до изоморфизма) соответствуют ком- 
плексным простым алгебрам Ли. Витт дал новое описание 
дискретных групп этого типа и, кроме того, обобщил упомя- 
нутую выше теорему Кокстера из [XIV, d)], охарактеризовав 
подобным образом группы Кокстера, изоморфные беско- 
нечным дискретным группам евклидовых перемещений. Этот 
результат и тот факт, что аналогичные группы в гиперболиче- 
ской геометрии также являются группами Кокстера !), привели 
к тому, что стали самостоятельно изучать эти последние 
группы, сначала (ср. гл. У, $ 4) с упором Ha геометриче- 
скую реализацию ( [ХУ], [XXV]), a затем, вслед за Ж. Тит- 
сом [XXV], в чисто алгебраическом аспекте, принятом и 
в настоящем трактате (гл. IV, $ 1). 

Начиная с работ Витта, теория полупростых групп Jin 
и теория дискретных групп, порожденных отражениями, He 
прекращают воздействовать друг на друга исключительно 
плодотворным образом. В 1941 г. Штифель [ХУП! заметил, 
что группы Вейля суть в точности конечные группы, поро- 


') Эти группы, досконально изученные в случае размерности 2, 


‚не рассматривались, между прочим, в размерностях > > 3 вплоть до послед- 
них лет. 
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жденные отражениями и оставляющие инвариантной неко- 
торую решетку. Шевалле [XIX, a)] и Хариш— Чандра [ХХ, a)] 
дали в 1948—1951 г. априорные доказательства взаимно 
однозначного соответствия между „кристаллографическими“ 
группами и комплексными полупростыми алгебрами Ли; до 
тех пор могли только проверять наличие этого соответствия 
отдельно для каждого типа простых алгебр Ли. 

Далее, к 1950 г. было замечено, что многочлены, инва- 
риантные относительно группы Вейля, играют важную роль 
в теории линейных представлений бесконечной размер- 
ности [XX, a)] и в топологии групп Ли. Со своей стороны, 
Кокстер [ХУ, Г], возобновив изучение преобразования 
С — произведения фундаментальных отражений конечной 
группы W, порожденной отражениями, — установил (проводя 
отдельное исследование для каждого типа), что алгебра 
многочленов, инвариантных относительно Я, порождается 
алгебраически независимыми элементами, степени которых 
простым образом связаны с собственными значениями пре- 
образования С (см. гл. У, $ 5 и 6). Априорные доказатель- 
ства этих результатов были впоследствии даны сначала 
Шевалле [XIX, b)], а затем Колеманом [XXIII] и Стейнбер- 
rom [XXIV]. 


* jé * 

С работы А. Бореля по линейным алгебраическим груп- 
пам [ХХП] начался новый этап в развитии теории групп Ли, 
который должен был привести к значительному ее расши- 
рению. А. Борель продемонстрировал важность максималь- 
ных связных разрешимых подгрупп (названных потом „под- 
группами Бореля“) в группе Ли и сделал их основным 
рабочим инструментом, позволяющим перенести обширную 
часть классической теории на случай алгебраических групп 
над произвольным алгебраически замкнутым полем (но не 
позволяющим, однако, получить классификацию простых 
алгебраических групп ')). Подгруппы Бореля (в случае ком- 
плексных или вещественных классических групп) встречались 
уже несколькими годами раньше в работах Гельфанда и 
Наймарка по представлениям бесконечной размерности; 
ав 1954 г. Ф. Брюа открыл тот замечательный факт, что 
в слупае классических простых групп разложение группы на 


1) Алгебраическая группа размерности >O называется простой 
(в смысле алгебраической геометрии), если она не содержит алгебраи- 
ческой нормальной подгруппы размерности > 0, отличной от самой себя. 
Группа называется полупростой, если она изогенна произведению неком - 
мутативных простых групп. 


10* 
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двойные смежные классы по подгруппе Бореля каноническим 
образом параметризуется группой Вейля [XXI], Хариш- 
Чандра [XX, b)] перенес затем этот результат на все KOM- 
плексные и вещественные полупростые группы. 

С другой стороны, в 1955 г. Шевалле [XIX, с)] удалось 
сопоставить каждой комплексной полупростой алгебре Ли q 
и каждому коммутативному полю À матричную группу 
с коэффициентами в №, обладающую разложением ` Брюа; 
этот факт он использовал для доказательства того, что, за 
небольшим числом исключительных случаев, определенная 
таким образом группа будет простой (в смысле теории 
абстрактных групп). Тем самым он „объяснил“ совпадение, 
замеченное еще во времена Жордана и Ли, простых групп Ли 
(в смысле теории групп Ли) типов А, В, С, D и классических 
простых групп, определенных чисто алгебраическим способом 
над произвольным полем (совпадение, которое до той. поры 
удалось распространить лишь на исключительные типы Go 
и E, Диксону [XI, b) и c)]. В частности, для: всех типов 
комплексных простых алгебр Ли в случае конечного поля: À 
конструкция Шевалле приводит к семействам конечных про- 


стых групп, содержащим большую часть известных тогда 
конечных простых групп, а также к четырем новым сериям 
(соответствующим простым алгебрам Ли типов Р., Eu Er 
и Es). Чуть позднее, используя различные модификации 
методов Шевалле, ряд авторов (Херциг, Судзуки, Ри, Стейн- 
берг и Turc), с одной стороны, показали, что. аналогичным 
образом можно получить остальные конечные простые группы, 
известные к тому времени, за исключением знакопеременных 
групп и групп Матье, а с другой стороны, построили новые 
серии конечных простых групп (см. [XXIX]). 

Почти в то же самое время Шевалле [XIX, d)], применяя 
по-прежнему технику разложений Брюа, в сочетании с одним 
ключевым результатом о нормализаторе подгруппы Бореля, 
продолжил изучение алгебраических линейных групп и. при- 
шел к результату, что над алгебраически замкнутым полем R 
произвольной характеристики теория полупростых алге- 
браических линейных групп ') приводит по существу к тем же 

типам, что и в классификации Киллинга—Картана для к ==С. 
_ Впоследствии Ж. Титс [XXV, а) и b)], анализируя методы. 
Шевалле, нашел аксиоматический вариант разложений Брюа 
(„ВМ№М-пары“), в замечательно гибкой форме, с привлечением 
одной лишь структуры группы; именно это понятие под 


1) Существование большого числа „патологических“ простых алгебр 
Ли над полями характеристики p>O могло бы вызвать сомнение в уни- 
версальном характере классификации Киллинга — Каргана. 
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названием „системы Титса“ было изложено в гл. IV, $ 2. 
Все простые группы (в различных смыслах слова), о которых 
шла речь выше, канонически наделены системами Титса, 
и Титс сам [ХХУ, с)] доказал, что наличие такой системы 
в абстрактной группе С, вместе с некоторыми дополнитель- 
ными чисто теоретико-групповыми свойствами, позволяет 
утверждать простоту группы G. Эта теорема покрыла боль- 
IUHHCTBO доказательств простоты, данных ранее для paccMa- 
триваемых групп (ср. гл. IV, $2, n°6). Далее, в сотрудни- 
честве с А. Борелем он обобщил результаты Шевалле 
[XIX, d)], установив существование систем Титса в группе 
рациональных точек полупростой линейной алгебраической 
труппы над произвольным полем [XXVII]. 

Все системы TuTca, встречавшиеся в этих вопросах, обла- 
дали конечной группой Вейля. Другая категория примеров 
была открыта Ивахори и Мацумотой [XXVI]; они показали, 
что если в конструкции Шевалле [ХХ, с)| в качестве R 
взять р-адическое поле, то получаемая группа обладает 
системой Титса, группой Вейля которой будет аффинная 
группа Вейля исходной комплекеной полупростой алгебры 
Jiu. Совсем недавно Брюа и Turc [XXVIII] перенесли этот 
результат на все полупростые алгебраические группы над 
локальным полем. 


(I) 


(11) 
(IIT) 


(IV) 


(V) 
(VI) 


(УП) 
(VIII) 


(IX) 


(X 
(XI) 
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УКАЗАТЕЛЬ ОБОЗНАЧЕНИЯ 


Цифры в ссылках указывают последовательно главу, параграф и пункт 


À (система корней типа) VI, 4, 1; VI, 4, 7 и табл. [. 


A; VI, 4, 3. 

А [Р] Vi > я 

A(R) VI i 

a en dos VI, 1, 8 VI, 4, 3. 
Co = — a VI, 4, 

(a,,-- a,) VI, " 2. 

BTW, 9, 1 


В (С) (базис, определенный eg С) УТ. 1, 5. 
В. (система корней типа} VI, 4, 1; VI, 4, 5 k "табл. II. 
By VI, 4, 3. 
(билинейная форма, ассоциированная с матрицей Кокстера М) V, 4, |. 
Е (камера) У, 1, 3; VI, 1, 5. 
с (преобразование `Кокстера) FES LMLIL 
Ci (система корней типа) VI, 4, 1; VI, 4, 6 и табл. ПП. 


Cr VI, 4, 3. 
Vir ни VI, 3 3. 
¥y(R) VI, 1, 12. 
d= || (e? — 0-02) VI, 3, 3. 
a>0 
D, (система корней типа) VI, 4, 1; VI, 4, 8 и табл. IV. 
D; VI, 4, 3. 
E VI, 4, 4. 


Ев, Er, Es (система корней типа) VI, 4, 1; VI, 4, 10; VI, 4, 11; VI, 4, 12 и 
табл. V, УГ, УП. 

Be 2, Es VI, & 3. 

£1,..., En VI, 4, 4. 

F, (система корней типа) VI, 4, 1; VI, 4, 9 и табл. VII. 

Fi VE 4, 3. 

G VI, 2, 3. 

Gs (система корней типа) VI, 4, 1; VI, 4, 13 и табл. IX. 

С, VE 4, 3. 

BL 

h (число Кокстера) У, 6, 1; VI, 1, 11. 

3, H, (системы Кокстера типа) VI, 4, 1. 

[. (р) (система Кокстера типа) VI, 4, 1. 


7 (г?) = У det (w)e”™ VI, 3, 3. 


we W 
Lo, Li, Lo, L3 (решетки в В”) VI, 4, 4. 
I(w), ly (w) (длина элемента w) IV, 1, 1. 
т ($, s’) IV, 1, 9. 


» ’ 
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PCR VE 1, © 
© (К) VI, 1, 9. 


К (система корней) VI, 1, 1. 
ВЕ 
p= 5 У а VI, 1, 10; VI, 3, 3. 


0 
SIM i. L 
$ (e?) = bs e? VI, 3, 4. 
qeWw-p 
S. iv. LE 


W* (R) VI, 4, упражнения. 
W, IV, 1, 8 

D, Е 

(©...) VL 1, 10. 


УКАЗАТЕЛЬ ТЕРМИНОВ 


Цифры в ссылках указывают последовательно главу, параграф и пункт 


{или упражнение) 


алгебра Гекке ТУ, 2, упр. 22 
альков УТ, 2, 1 
ансамбль IV, 1, упр. 15 
— ассоциированный IV, 2, упр. 10 
— вместительный IV, 1, упр. 24 
— плоский IV, 1, упр. 15 
— пронумерованный ТУ, 1, упр. 20 
— структурный IV, 1, упр. 24 
антиинвариант У, 5, 4; УТ, 3, 3 
апартамент IV, 1, упр. 15; IV, 1, 
упр. 24 
ассоциированная система Титса IV, 
2, упр. 5 
— с системой Кокстера билиней- 
ная форма У, 4, 1 
ассоциированный ансамбль ТУ, 2, 
упр. 10 
аффинная группа Вейля УТ, 2, 1 
аффинный граф Дынкина VI, 4, 3 


базис системы корней VI, 1, 5 


вектор псевдоотражения У, 2, 1 
вершина графа IV, Jon. 1 
— концевая IV, Доп.., 1 
вес VI, 1, 9 
— доминантный УТ, 1, 10 
— радикальный УТ, 1, 9 
— старший УТ, 1, 10 
— фундаментальный УТ, 1, 10 
ветвления точка графа IV, Доп., 1 
вместительный ансамбль IV, 1, 
упр. 24 
выпуклая оболочка подмножества 
ансамбля ТУ, 1, упр. 20 
выпуклое подмножество ансамбля 
IV, 1, упр. 20 


галерея ТУ, 1, упр. 15 

— инъективная IV, 1, упр. 15 

— минимальная IV, 1, упр. 15 
Текке алгебра У, 2, упр. 22 
гиперболического типа группа Кок- 

стера У, 4, упр. 12 


гиперплоскость псевдоотражения V, 

главное однородное множество IV, 
1, упр. 16 

градуированная алгебра многочле- 
нов V, 5, 1 

грань камеры У, 1, 4 

граф IV, on. 1 

— Дынкина VI, 4, 2 

— — аффинный VI, 4, 3 

— — пополненный VI, 4, 3 

— Кокстера IV, 1, 9 

— — группы У, 3, 4 

— нормированный УТ, 4, 2 

— подчиненный графу Кокстера 
VI, 1, 9 

— связный IV, Доп., 2 

группа Вейля аффинная VI, 2, 1 

— — системы корней VI, 1, 1 

— — — Титса IV, 2, 1; IV, 2, 
упр. 3 

— диэдра ТУ, 1,2 

— Кокстера ТУ, 1, 3 

— — гиперболического типа У, 4, 
упр. 12 


дважды транзитивное действие IV, 
2, упр. 7 
двойной класс IV, 2, | 
дерево IV, Доп.., 3 
диэдральная группа IV, 1,2 
длина корня VI, 1,2 
— пути в графе IV, Jon. 2 
— серии корней VI, 1, 3 
— элемента группы IV, 1, 1; IV, 2, 
упр. 3 
доминантный Bec VI, 1, 9 
допустимый эндоморфизм ансамбля 
ГУ, 1, упр. 20 
дуальная система корней УТ, 1, 1 
Дынкина граф УТ, 4, 2 


задание группы IV, 1, 3 
замены условие ТУ, 1, 5 
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замкнутое множество корней УГ, 


изоморфизм графов IV, Jon. 1 
инвариантный элемент УТ, 3, 4 
индекс связности УТ, 1, 9 
инъективная галерея ТУ, 1, упр. 15 
инъективный путь IV, Доп., 2 


камера У, 1, 3; У, 3, 1 
— ансамбля ТУ, 1, упр. 15 
— системы корней VI, 1, 5 
— упорядоченная У, 6, 1 
камеры смежные IV, 1, упр. 15 
каноническая билинейная форма УТ, 
Le 
— индексация VI, 1, 5 
— — стенок камеры У, 3, 4 
— матрица Картана УТ, 1, 5 
— — Кокстера ТУ, 1, 9 
Картана матрица VI, 1, 5 
Класс двойной ТУ, 2, | 
Кокстера граф ТУ, 1, 9 
— группа ТУ, 1, 3 
— матрица ТУ, 1, 9 
— преобразование У, 6, 1; VI, 1, 
11 


— система ТУ, 1,3 

— число V, 6, 1; VI, 1, 11 
комбинаторный граф IV, Jon. 1 
компактный гиперболический тип V, 

4, упр. 12 

конец серии корней VI, 1, 3 
контрагредиентное представление V, 
концевая вершина графа IV, Доп., 1 
концы галереи IV, 1, упр. 15 
коразмерность ячейки ТУ, 1, упр. 15 
корень максимальный VI, 1, 8 

— наибольший УТ, 1, 8 

— неделимый УТ, 1, 3 

— положительный VI, 1, 6 

— системы VI, 1, 1 

корневая система VI, 1, 1 

корни строго ортогональные VI, 1, 3 
кристаллографическая группа VI, 


лес IV, Доп., 3 


максимальный корень VI, 1, 8 
— носитель VI, 3, 2 
— член VI, 3, 2 

матрица Кокстера ТУ, 1, 9 
— — группы У, 3, 4 

микровес УТ, 1, упр. 24 


минимальная галерея IV, 1, упр. 15 
морфизм ансамблей ТУ, 1, упр. 15 


наибольший корень VI, 1, 8 
насыщенная система Титса IV, 2, 
упр. 5 
насыщенное множество весов VI, l, 
упр. 23 
начало серии корней VI, 1, 3 
неделимый корень VI, 1, 3 
неприводимая группа, порожденная 
отражениями У, 3, 7 
— система Кокстера ТУ, 1, 9 
— — корней VI, 1, 2 
неприводимые компоненты системы 
Кокстера IV, 1,9 
— — — корней VI, 1,2 
нормализатор IV, 2, 6 
нормированный граф VI, 4, 2 
носитель VI, 3, 2 
— максимальный VI, 3, 2 
— перегородки IV, 1, упр. 16 
— ячейки V, 1,2 
нумерация IV, 1, упр. 20 


обратная система корней VI, 1, 1 
ограниченное прямое произведение 
IV, 1,9 
ортогональное. отражение У, 2, 3 
открытый симплекс У, 1, 6 
— симплициальный конус V, 1, 6 
отношение порядка, определенное 
камерой VI, 1,6 
отражение У, 2, упр. 1; У, 2, 2 
— ортогональное V, 2, 3 
— относительно перегородки IV, 
1, упр. 18 


параболическая подгруппа ТУ, 2, 6 
параболическое множество корней 
Vi. 1,7 
перегиб апартамента IV, 1, упр. 18 
перегородка камеры IV, 1, упр. 15 
плоский ансамбль IV, 1, упр. 15 
псевдоотражение У, 2, упр. 1 
подграф IV, Jon. 1 
— целый IV, Доп., 1 
подгруппа Титса ТУ, 2, упр. 3 
подчиненный (о графе) VI, 4, 2 
показатели конечной группы Кок- 
стера V, 6, 2 
половина апартамента ТУ, 1, упр. 16 
положительный корень УТ, 1, 6 
полуапартамент IV, 2, упр. 16 
полупространство У, 1, | 
пополненный граф Дынкина VI, 4, 3 
параболическая подгруппа ТУ, 2, 6 
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порядок ребра VI, 4, 1 

представление, ассоциированное с 
матрицей Кокстера У, 4, 3 

преобразование Кокстера V, 6, 1; 
Vi, iit 

приведенная система корней VI, 1, 4 

приведенное разложение ТУ, 1, 1 

приспособлены (о системе Кокстера 
и нумерации) IV, 1, упр. 24 

пронумерованный ансамбль IV, 1, 
упр. 20 

просто транзитивное действие груп- 
пы ТУ, 1, упр. 16 

пространственный ансамбль IV, 1, 
упр. 24 

пространство, ассоциированное с 
матрицей Кокстера У, 5, 9 


противоположные камеры ТУ, 2, 
упр. 15 

— ячейки IV, 1, упр. 22; IV, 2, 
упр. 16 

прямая сумма систем корней VI, 


’ 


псевдоотражение V, 2, 1; 


упр. 1 
— вдоль ненулевого вектора У, 


У: 8 


Пуанкаре ряд У, 5, 1 
путь IV, Доп., 2 
— инъективный IV, Доп., 2 


радикальное семейство чисел У, 4, 
упр. 6 

радикальный вес VI, 1, 9 

размерность ячейки У, 1, 2 

ранг системы корней VI, 1,1 

расстояние между камерами ТУ, 1, 
упр. 15 

ребро IV, Jon. | 

ретракция / Ha А с центром С IV, 1, 
упр. 24 

ряд Пуанкаре У, 5, 1 


связности индекс УТ, 1, 9 

связные компоненты 
Доп., 2 

связный граф IV, Jon. 2 

секция IV, 1, упр. 15 

серия корней VI, 1,3 

сигнатура элемента группы Коксте- 
pa ТУ, 1, 3 

as а множество корней УГ, 
1, 

симплекс V, 1, 6 

симплициальный конус У, 1, 6 

система Кокстера IV, 1,3 


графа IV, 


— — неприводимая ТУ, 1, 9 

— корней VI, 1, 1 

— — дуальная VI, 1, 1 

— — неприводимая VI, 1, 2 

— — обратная УТ, 1, 1 

— — приведенная VI, 1, 4 

— Титса ТУ, 2, 1 

— — ассоциированная ТУ, 2, упр. 5 

— — насыщенная IV, 2, упр. 5 

смежные камеры ТУ, 1, упр. 15 

соединенные (о вершинах графа) 

IV, Jon, 1 

сопряженные элементы группы IV, 

специальная точка У, 3, 10 

стабилизатор У, 3, 3 

старший вес УТ, 1, 10 

стенка IV, 1, упр. 15; У, 1, 4 

строго ортогональные корни VI, 1, 3 

структурный ансамбль IV, 1, упр. 24 

существенная группа, порожденная 
отражениями V, 3, 7 


теорема Бернсайда VI, 4, упр. 16 
— Машке У, Доп. 

— Титса V, 4, 4 

— простоты IV, 2, 7 
тип галереи ТУ, 2, упр. 1 

— ячейки IV, 1, упр. 20 

Титса подгруппа ТУ, 2, упр. 3 

— система ТУ, 2, 1 

— теорема У, 4, 4 
точка ветвления графа IV, Jon. 1 


угол между двумя корнями VI, 1, 2 
упорядоченная камера У, 6, 1 
условие замены ТУ, 1, 5 


флаг ТУ, 2, упр. 18 

форма, ассоциированная с матрицей 
Кокстера У, 4, 1 

фундаментальная область группы V, 


фундаментальный вес УТ, 1, 10 


характеристические степени У, 5, 1 


целый подграф IV, Aon., | 
цепь IV, Доп., 3 
цикл IV, Jon. 3 


численный инвариант алгебры IV, 
2, упр. 25 
число Кокстера У, 6, 1; VI, 1, 11 


ячейка ТУ, 1, упр. 15; V, 1,2 
— противоположная IV, 1, упр. 22 


ТАБЛИЦА 1 


Системы типа А, (> 1) 


(Г) У — гиперплоскость пространства E = RFI, состоящая из точек, 
сумма координат которых равна dre 
Корни: =: — 8; i -~j, l<igit+i, 1] <1-1). 
Число корней: n=/ (1- 1). 

(I) Базис: a, ==, — 


Положительные корни: pu a, a, (si<jsi-+|]). 
ix<k<j 


9° A, = & — Eg, @eey, Se ie © 


(ПГ) Число Кокстера: h=/ + 1. 
(IV) Максимальный корень: à = €, —e, Е =, +a, +... $4,—0, +6, 
Пополненный граф Fos | > ok 


m. 9 "it "1 
При /=1 графом Кокстера аффинной группы Вейля будет 


со 
—_ 


(У) RY=R, 


ФИО, y(R= C+ UF 


I+1 
> i 
©, = (& + ... ey =, = 
j=l 
| 
= 777! 1410, +20—i+ Da, + DCE + Doit 
НЕО +il—dDa,,,+ --- trial. 
(УП) Сумма положительных корней: 
29 = le, + (—2) в. +(—4) в, + ... —(—2) в —le,,, = 


- a, Peo De, +R. PEt Day ri, 
(VIII) Q(R): множество векторов с нулевой суммой целочисленных KO- 
ординат. 
Р (К): порождена группой Q(R) и вектором €, — (! + iy 
X (& ++ .-. #8, 


1)" 

P (R)/Q (В) изоморфиа группе 2/(1- 1) 2. 
Индекс связности: are 

(IX) Показатели: 1, 2,..., [. 


(VI) Фундаментальные веса: 
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(X) W(R)=Gi141, отождествляется с группой перестановок векто- 
ров =;. Порядок группы (К): (+ 1)1. 
(XI) 1=1: А (В) = (8); шо = - 1. 
[>2: A(R) = (К) Ж(1, — Пи w, переводит а; в —a,,,_>. 
(XII) Группа P(RY)/Q (RY) есть циклическая группа порядка /+ 1; на 
пополненном графе Дынкина она действует циклическими переста- 
новками. При [22 единственный неединичный элемент группы 
A(R)/W (R) действует на P(R)/Q(R) как автоморфизм x +> — x. 
(ХПГ) Матрица Картана (1 Ж 1}: 
{ 2 —1 0 RPC | 
—1 2 —1 Dace ‚9 
0 —1 2... 0 
0 0 —1 а 0 


ро ооо. Ш 


ТАБЛИЦА II 


Системы типа В, (1 > 2) 
(D) V=E=R. 


Корни: +e, (ISIS), +e, + 7 (1<2<1— D. 
Число корней: me 
(II) Базис: 
wma — 8, DE) —2., ..., 0; Ep) — Ep mE, 
Га, = а. (sich, 
i<k<l 
=; —E, = > a, Q<si<j<h, 
Положительные корни: À i<k<j 
в; +в, = > a, +2 De а, 
were] I<k<sIi 
dsi<j<bh). 


(II) Число Кокстера: h = 21. 
(IV) Максимальный корень: 


G@=e, +2, =, + 2a, + 20, + ... +20, 


@ = 262 при [—9, à = @&. при [> 3. 
Пополненный граф Дынкина: 


при (=? Se 


> Os 


при [>83 ооо 
“— Sy "A 1 


(У) RY — множество векторов: 
+2e, (ISIS), жа жа, (1<i<j<I). 


Фи, y(R) =U +1) (4-2). 


(VI) Фундаментальные веса: 
| 6, =, На, + ... $8, ПЕЙ == 
=, +20, +... 2—1 94, + а, На +... +a,) 
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=> (2, + г, + ... +e)= 


=> (a, + 2a, + “ei + /a,). 


(УП) Сумма положительных корней: 
Эр = (21 —1) а, + (21 —3) =. + ... +3e,_, а, = 
= (21 —1) а +2 (1—2) а, - ... +1(2—ia,+ ... +Pa,. 


1 1 : 
(VIII) © (К) = Ze,, Р (К) = 8 Ze, +2 Ё > "| 
i=] 
P (R)/Q (R) изоморфна группе Z/2Z и порождена образом веса @,. 
Индекс связности: 2. 
(IX) Показатели: 1, 3, 5, ..., 21 — 1. 
(X) WAR) есть полупрямое произведение группы @y, действующей 
перестановками на корнях &, и группы (2/22)! отображений 
г; => (+1); =;. Ее порядок равен of. Ц. 
(XD А(В) =" (К), wo = —1. 
(XII) Единственный неединичный элемент группы P(RY)/Q (RY) onpe- 
деляет единственный нетривиальный автоморфизм гополненного 
гоафа Дынкина. 


(XIII) Матрича Картана (1X 1): 
2 —1 0 OS sae . 0 


Ne DEEE аж og ee ee 


ТАБЛИЦА III 


Системы типа С, (1 > 2) 


(I) V=E=R. 
Корни: + 2e, (lL <i), а; =а, dx<i<j<iJ). 


Число корней: n = 2/?, 


(11) Базис: 
0 == 8) — Ey, A, = Ep — Eq ..., A, = 8)_) — Ep Q, = 28. 
= 210, пи 
ixk<j 
nl 0 > a,+2 > а, + ay 
оложительные корни: i<k<j i<k<I 
(lxi<j<)), 
2e, = > а, а, (ISIS). 
i<k<l 


(III) Число Кокстера: h = 21. 
(IV) Максимальный корень: @ = 2e, = 20a, + 24а. + ... +20,_, + ay. 


Пополненный граф Дынкина: 


о... 


(\) ЮУ есть множество векторов + Ep а, te, 
_ (x]y) m 


(VI) Фундаментальные веса: 
6; =а, +e + sx “PS, ПО 
A | 1 
= а, --2а., + ..… + (1—1) a,_, +i (а + ii +a,_, +5 4,). 
(УП) Сумма положительных корней: 
2p = 2le, + (21 —2) а, + ... +4e,_, +28, = 
= Ja, +2 (1 — Па, +... +i(A—i+la, +... 
| 
oe (0+2 в +51(+0 4, 


(VIH) Q(R): множество точек с четной суммой целочисленных коор- 
динат. 


(1X) 
(X) 


(XD) 
(XID) 


ТАБЛИЦА ПТ. СИСТЕМА ТИПА С, (1272) 307 


P(R)= À Ze. 


P (R)/Q (R) изоморфна группе zZ и порождена образом веса 1. 
Индекс связности: 2 

Показатели: 1, 3,5, ..., 1—1. 

№ (R) есть полупрямое произведение группы ©], действующей 
перестановками на векторах &,, и группы (2/27)! отображений 
=; => (+1), =;. Ее порядок равен 21.1. 

A(R)= У (К); wo = — 1. 

Единственный неединичный элемент группы P(RY)/Q (RY) опре- 


деляет единственный нетривиальный автоморфизм пополненного 
графа Дынкина. 


(XIII) Матрица Картана (/ X 1]: 


[ 2 —1 0 O coe О 0 | 
—1 2 —1 0 0 0 
0 —1 2 —1 0 0 
0 0 —1 2 0 0 
0 0 0 0 2 —1 


(I) 


(II) 


(III) 
(IV) 


(V) 


(VI) 


ТАБЛИЦА IV 


Системы типа D, (23) 
V=E=R. 
Корни: + =; + 7 (1 ЕЁ (£;) — канонический базис в К’). 
Число корней; п = 21 (1 — 1). 
Базис: 


Les у a, (I< on 
iI<k<] 


| à +) + 0, (<i<J, 
Положительные корни: 1<Е< 1-2 
Nr 2 a,+2 à ee ds 
| i<k<j ISk<I—1 
USIi<I/<D. 


Число Кокстера: h = 21 — 2, 
Максимальный корень: 


йа ==, +e, =a, + 2a, + ha +20, ,+9%_, +0; 


= O2 + 3 ne I=3 u G—@) при 1>4. Пополненный граф 
an (> | 


a-1 
œ,- -3 Qi-2 


DRE =e, RAR. 


RVY=R 


Фундаментальные веса: 
De таг... та; == (<i<l—2) 
=a, +20, + ... TU ire 50 


+ (а, На. ... Ча а +4) 
5-56 FT FE, TE re 
ju +2%,+.. + (Da, + zu +54-2) в, 
=> Tey th me Fine te FS) = 
ee Te и- Nats lu). 
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(УП) Сумма положительных корней: 


2р=2(1— Па +2(/—2)e, + ... +2e,_, = 


os er 
+2(a ED) a, + es + Wed a, ‚а. 


(УШ) Q (R): множество точек с четной суммой целочисленных координат 


(IX) 
(X) 


(XI) 


1 
1 
P(R)= © Ze, +Z (3% « 


i=] 


I нечетно: P(R)/Q(R) изоморфна группе Z/4Z и порождена обра- 
зом веса @;; при этом ©, = 20, и @,_, = 3%, mod О (R). 

[ четно;: Р (Ю)/О (№) изоморфна группе ee x (Z/2Z): три элемента 
порядка 2 являются образами весов ®, @,_, и®,. 

Индекс связности: 4. 

Показатели: 1, 3, 5, ... 2—5, 21 —3, [— 1 (последний показатель. 
появляется дважды при четном / и один раз при нечетном /). 

W (R) есть полупрямое произведение группы ©], действующей 


перестановками на векторах &,, и группы (2/27)! отображений 
et (+1), 2; с И (+1), =1. Ее порядок равен Р-Р, | À 


14: A(R)/W (R) = 7/27, действует на графе Дынкина транспо- 
зицией вершин Q,_, и а.. 
1=4: A(R)/W (R) = ©., действует на графе Дынкина перестанов- 
ками вершин (1, @з и @.. 
Wo = — 1, если [ четно; шо = — в, если | нечетно; здесь € — авто- 
морфизм, который переставляет G,_, и @,, оставляя неподвижными 


все другие a;. 


(ХП) Действие P(RY)/Q (RY) = P (R)/Q (R) Ha пополненный граф 


Дынкина: 


Г нечетно: ©, переводит a, B Qs Qa, B TE a; B ar] H My B a; 


при 2 < j Ll— 2 он переставляет местами 0,4 Q,_; 
I четно: @, (соотв. ®,_,) переставляет у H @, (соотв. a, и Gr), 


a, и Gy_ (соотв. a, H G1), а при 2< j Ll— 2 переставляет a} 


и Qy_;- 


(XIII) Матрица Картана (/ X 2): 


ТАБЛИЦА У 


Система типа E, 


{Г У — подпространство в Е = x состоящее из точек, координаты 
(Е;) которых таковы, что =, = — Eg. 
Корни: te, +e, Is i<j <5), 


5 5 
| . 
25 EINE cie) с четной суммой У у (i). 


Число корней: п = 72. 
{П) Базис: 
1 1 
di = (ey + &s) — > (€2 + Es + &4 + &5 + &6 + 21), 2 = & + Es 


Q3 = &2 — #1, Ay = 6&3 — 2, As = &4—- Es, Ag —= E5 — E4. 
Положительные корни: 
Es, + =, 1<2<]=<5), 
5 
À PRES — 10) : : > 
5 | 8 — E7 — Eg + у (—1) | с четной суммой м (i). 
i=] / ar 


Tee корни, обладающие хотя бы одним коэффициентом 
>21!) (символом acdef обозначается корень aa, + ba + саз + 
b 


+ da, + eas + fag): 
01210 11210 01211 12210 11211 01221 12211, 
1 | 1 | 1 1 2 


11221 12221 1221 12321. 
1 1 1 2 


(III) Число Кокстера: h = 12. 
(ГУ) Максимальный корень: 


= l 
= + в; + в +. + 66 — в6 — в + ee) = 


= а, + 2a. + аз - 3a, + 2a5 + ag = De. 
Пополненный граф Дынкина: 


œo 


1) Остальные положительные корни получатся, если применить след- 
ствие 3 предложения 19 гл. VI, $ 1, n°6. 
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(Vv) Вю. 


Op (x,y) =A ую 


(VI) Фундаментальные веса: 


(Eg — &7 — 86) = 


== 0} DORE eee ee 
Е 5 
By => (89 — 67 — 86) + + (— в ter testes + 85) = 


== (5a, + 6a, + 10а, + 12a, + 8a; + 406), 


6)4 = 83 + &4 + #5 — #5 — &7 + Es = 
= 2a; + 3a, + 4a; + ба, + 4a; + 206, 


R 2 
65 = 5 (8 — &7 — ев) + 24 + es = 


=> (4a, + 6a2 + 8a; + 12а. + 10a; + 506), 


1 
D = oe 


= + (2a, + За. + 4a3 + ба, + ба; + 4). 


(УП) Сумма положительных корней: 


20 = 2 (82 + 283 + 8e, + 4es + 4 (2; — 87 — &5)) = 
= 2 (8a, + lla, + 1503 + 21а. + 15a; + 806). 
(VIII) P (R)/Q (К) Re a группе Z/3Z. 
Индекс связности: 3. 
(IX) Показатели: 1, 4, 5, 7, 8, 11. 
(X) Порядок группы W (В): 27 .3*,5. 
(XD A(R)=W(R)X{1, —1}; wo un: си, Oe, Nay Q4, Gs, As COOT- 
ветственно в — Gg, — Qo, — Us, — Qs, 
(XII) Неединичный элемент группы A (RW (R) es ae автоморфизм 
xt>— x группы P (R)/Q (R). 
Группа aBTOMOPhH3MOB пополненного графа Дынкина изоморфна Sa; 
ее элементы порядка 3 индуцируются двумя неединичными элемен- 


tamu группы P(RY)/Q (RY). 
(XIII) Матрица Картана: 


ТАБЛИЦА VI 


Система типа E, 


(I) У — гиперплоскость пространства E == R°, ортогональная К &7 + &. 


Корни: ==; =, (l< i<j <6), + (87 — 23), + (ee + 


6 6 
r > re) с нечетной суммой + v (i). 


1—1 i=] 


Число корней: п == 126. 
(II) Базис: 


1 1 = | | 
1 = (€1 +88) — > (22 + &s ts + 85 + 85 + #1), Oo =, + 8», 


Os == Ey — #1, Ay == Es — Ep, EP Og == &5 — 84, A7 = 86 — 55. 
Положительные корни: 
+ 2, Te; (l<i<j<6), E —E 


f 6 
> | &3 — 87 + Ÿ Ce bn .) с нечетной суммой » v (i). 
ic 


{==} 


Положительные корни, содержащие G7 и обладающие хотя бы одним 
коэффициентом >> 2!) (символом acdefg обозначается корень ав: + 
b 


+ da + cas + da, + eas + fas + ga): 
012111 112111 012211 122111 112211 —_ 
1 1 1 1 1 


122211 112221 122221 123211 123221 Го 
| 1 1 | 1 


12332] 123221 193391 124321 134321 234321 
1 2 2 2 2 2 


(ПТ) Число Кокстера: h= 18. 
(IV) Максимальный корень: 


@ — 2; — Er = 2a, Е ee 
Пополненный граф Дынкина: 


Oo, A3 A 05 Ge OF 
© 


1) Положительные корни, не содержащие a7, принадлежат Es. Поло- 
жительные корни, все коэффициенты которых < 1, получатся, если при- 
менить следствие 3 предложения 19 гл. VI, $ 1, n° 6 


ТАБЛИЦА VI. СИСТЕМА ТИПА Е! 313 


(У) RY=R. 


D, (x =H, vir) = 324 


(VI) Фундаментальные веса: 
QO; == Eg — 87 == 
= 2a, + 20; + Заз + 404 + За + 206 + ат, 
” 1 
@2 =p (Etes tes + es + &5 + 86 + 2 (#8 — 21)) = 


= (da; + 70, + 8a + 120, + 95 + баз + Ba), 


Gi (u tot + es + es ев + 3 (es — =) = 
= За; + 402 + 603 + 8a, + ба; + das + 207, 

©} = Eg + 24 + &5 + + 2 (88 — 21) = 
= 4a, + 6a, + 8a; + 12a, + Эа + баз + Заз, 

Bs =F (20s + 2es + 265 + 3 (68 — ву) = 


— + (60; + 9a + 1205 + 180, + 1505 + 1005 + 507), 


G = 85 + & — E7 + Es = 
= 2a, + За. + 4a3 + 6a, + 505 + 4a, + 20; 


5 1 
O7 = в + 5 (Es — Er) = 
N | 
= D (2a, + 303 — 4аз + 604 + 505 + 406 + Заз). 


(УП) Сумма положительных корней: 


2p = 289 + 43 + 6e, + 825 + 1086 — 17e, + 172; = 
= 34a, En 49a, a 66a; a 96a, 4. 750; + 5205 277. 


(VIII) P (R)/Q (R) а группе 2/27. 
Индекс связности: 2. 

(IX) Показатели: 1, 5, 7 9, 11, 13, 17. 

(X) Порядок группы W (R): 210, 34. 5.7. 

(XI) A(R)=W (К), wo — — 1. 


(XII) P(RY)/Q (RY) обладает одним неединичным элементом; OH опре- 
Br единственный нетривиальный автоморфизм пополненного 
графа Дынкина. 
(XII) Матрица Ta 


оч ош © of 
в в в вов 
о ов 
Е в | 
вв + 3 0 
| 0 0 0 0-1 2-1 
mae ae ae >| 


ТАБЛИЦА VII 


Система типа E, 


(I) V=E= В. : 
1 : 
Корни: + e, + =, (i<j), > y (9 =; с четной суммой 
ii 
& 
>a у (i). Число корней: п = 240. 
i=| 
(II) Базис: 


| 1 

475 (1 +8) — 5 (22 +e, + а, +e, + Esther), 42===:-Ё а», 

Q3 — #2 — 81, Ay = 83 — 82, @5 — E4 — 83, 

Qe = &5 — #., @7 == &6 — &5, Ag —= 87 — Se. 
Положительные корни: 
25 €; + €; (i<j), 

7 7 
1 1 eo eo . 
5) 83 = D) (—1) VU а, с четной суммой У v (1). 
| = / = 


Положительные корни, содержащие Og и обладающие 
хотя бы одним коэффициентом >21!) (символом acdefgh 
b 


обозначается корень QG + Ба. + саз + аа. + eas + fag + 


+ ga + hag): 


0121111 
1 
1222111 
| 
1232111 
2 
1233211 
2 
1343211 
2 
2343221 
2 
2344321 
2 


2464321 
3 


0122111 
| 


1122211 
1 


1232211 
| 


1232221 
2 
1243221 
2 
1343321 
2 
1354321 
3 


2465321 
3 


1121111 
1 

0122221 
| 


122222] 
| 


1233221 
1 


1233321 
о 


1244321 
2 


2354321 
2 


2465421 
3 


0122211 
] 

1232111 
| 


1232211 
2 


1243211 
2 


2343211 
2 


2343321 
2 


2354321 
3 


2465431 
3 


1221111 
| 


1222211 
1 


1233211 
| 


1233221 
2 

1343221 
2 


1344321 
2 


2454321 
2 


2465432 
3 


1122111 
1 


1122221 
] 


1232221 
l 


1233321 
] 


1243321 
2 


1354321 
4 


2454321 
3 


1) Положительные корни, не содержащие Os, принадлежат Er. Поло- 
жительные корни, все коэффициенты которых < 1, получатся, если при- 
менить следствие 3 предложения 19 гл. УТ, $ 1, n°6. 
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(III) Число Кокстера: À = 30 
(IV) Максимальный корень: 
Q = 7 + & = 201 + За + 4a3 + ба. + 5a5 + das + 
+ 307 + 208 = Ws. 


Пополненный граф Дынкина: 


(У) ЮУ =R. a 
_ (ely a 
Фр (x, у) =, (К) = 900. 
(VI) Фундаментальные веса: 
@, = 22; = 


— 4a, + 5a, + 7a3 + 10a, + 8as + баз + 4a, + 20, 
6: — (E1 + en +e + 4 + es + ев + ey + 56e) = 

= 5a, + 8a, + 10а. + 15a, + 12а; + 9a, + 60, + Зав, 
By = (— в в +в в, + вв + вв + ey + 780) = 


= 7a, + 10a; + 14a, + 20a, + 16a; + 12a, + 8a, + 4az, 
©, = 2; + €, +; + & + 87 + 588 = 
= 10a, + 15a, + 20а. + 30a, + 24а, + 18a, + 12a, + баз, 
O5 = &, + &5 +8 + 87 + 48, = 
= 8a, + 12а. + 16а. + 240, + 20c, + 15а» + 10а. + 5аь, 
Og = &5 + ев + &7 + Зав = 
= ба, + 9a, + 12а; + 18a, + 15a; + 1205 + 80, + 405, 
O7 = & + E7 + 28; = 
= 4a, + 6a, + 8a; + 12а, + 105 + 8a, + 60, + Зав, 
Og = & + eg =. 
= 2a, + 3a, + 4a, + 6a, + 5a, + 4a, + За» + Зав. 
(УП) Сумма положительных корней: 
2p =2 (#2 +.2e, + 3e, + des + de; + 6e, + 23e, = 
== 2 (46а, + 68a, + 91а. + 135a, + 1100; + 84a, + 
+ 57a7 + 29a) 
(VIII) Q(R): множество точек с такими координатами р что 
8 
2, Z, Et, —&, eZ, DE, = 2Z. 


i=1 
P(R) = Q (R). 


Индекс связности: 1. 
(IX) Показатели: 1, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29. 
(X) Порядок группы W (Ю): 214. 35, 52, 7. 
(XI) и (XII) А(®) = (В), w—=—1 
(XIII) Матрица Kaprana: 


CHCTEMA THIIA Es 


ТАБЛИЦА VII. 
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(I) 


(I) 


(ИТ) 
(IV) 


(V) 


(VI) 


ТАБЛИЦА VIII 


Система типа F, 


Число корней: п == 48. 
Базис: 
I 


a, = &) — &3, Ap = &3 — 84, @з = E4, @4 = 5 (€1 — &2 — Es — &). 


Положительные корни: 


e, (1 <i< 4), &; = 2, (l=i< jf <= 4), = (es + & + &3 + 4). 


Положительные корни, обладающие хотя бы одним коэффи- 
циентом —2!) (символом abcd обозначается корень AQ, + 


+ ba, + са, + day): 
0120 1120 0121 1220 1121 0122 1221 
1122 1231 1222 1232 1242 1342 2342. 
Число Кокстера: A = 12. 


Максимальный корень: @ =, + &=20,+3a.+40;+20,—a). 
Пополненный граф Дынкина: 


RY есть множество векторов +28, He; +E;, HE LE, LE,+E,, 


_ (x|y) = 
Фундаментальные веса: 


O1 = а, + & = 20, + За, + 403 + 24, 


1) Остальные положительные корни получатся, если применить след» 


ствие 3 предложения 19 гл. VI, $ 1, n°6. 
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(VII) 


(VIII) 


(IX) 
(X) 


(XIII 


QE In) (XI) A(R) = 


ТАБЛИЦА VIII СИСТЕМА ТИПА F4 


Do = 28; + #2 + &3 = За, + ба. + 8a; + 4“, 
‘a 1 
u 7 (38; + & + &3 + #4) = 201 + 402 + ба. + За, 


O4 = € — О, + 205 + 303 —- 204. 
Сумма положительных корней: 
20 = lle, + 52. + 3e3 + &4 = 16а, + 3002 + 4203 + 2204. 


4 
| 
Q (R) = a autel Ya) 


i=] 


Р (К) = Q (К). 

Индекс связности: 1. 

Показатели: 1, 5, 7, 11. 

№ (Ю) есть полупрямое произведение ©. на группу, которая 
в свою очередь является полупрямым произведением ©, на 
(2727). 

ous группы W (R): 27. 32, 

И (R ), Wop = — |. 

Матрица Картана: 


(1) 


(I) 


(Ш) 
(IV) 


(V) 


(VI) 


(УП) 


(VIII) 
(IX) 


ТАБЛИЦА IX 


Cuctema Tuna G, 


У — гиперплоскость пространства Ё = В3, определенная урав- 


нением &, + &) + 8; = 0. 


Корни: 
+ (, — =2), = (8 —8), + (82 — 83), 
+ (281 — #› — 8&3), = (282 — в — Es), + (283 — 81 — 82). 


Число корней: 12. 
Базис: @; = & — 82, Ap = — 28, + 82 + &;. 


Положительные корни: y, Ay, QAı + Go, 2a, + Go, За, + а», 
30, + 203. 


Число Кокстера: h=6. 
Максимальный корень: @ == — 8, — #› + 283 = 3a, + 202 = do. 
Пополненный граф Дынкина: 


2. 02 
RY есть множество векторов + y, + (a; +a), + (20, + ay), 


| | 1 
= 3 Q, + 3 (За, +a), + 3 (За, + 203). 


PD, (x, „En, у (R) = 48. 


Фундаментальные веса: 
@, = 2a, + 92, Oo = За, + 20%. 
Сумма положительных корней: 
20 = 2 (5a, + 303). 
Р (К) = Q(R). 


Индекс связности: 1. 
ge 1, 5. 


): диэдральная группа порядка 12. 


(Х) 
(XI) и (XII) А AE И (Ю), wo = —1. 


(XIII) 


Матрица Картана: 


(= 2) 


ТАБЛИЦА X 


Неприводимые системы ранга 2 


На первых трех рисунках представлены системы корней R типа Ao, 
В. и Go. Заштрихованная область изображает камеру С, соответствующую 
базису (a), a2). Штриховая линия — это прямая (x |B) = 1, где В — макси- 
мальный корень дуальной системы RY; дважды ‘заштрихованная область 
изображает альков системы ЮУ с вершиной 0, содержащийся в С. 

На последнем рисунке представлена единственная неприводимая си- 
стема корней ранга 2, не являющаяся приведенной. 


СВОДКА ОСНОВНЫХ СВОЙСТВ СИСТЕМ КОРНЕЙ 


(В этой сводке мы ограничимся случаем поля веществен- 
ных чисел и приведенными системами корней.) 

1) Пусть V — вещественное векторное пространство. При- 
веденной системой корней (или корневой системой) в V Ha- 
зывается подмножество RCV, которое обладает следую- 
щими свойствами: 

(i) R конечно ‘и порождает И; 

(ii) для любого a = Ю существует вектор QY oat такой, 
что (a, ау) — 2 и эндоморфизм 


За: хн>х — (x, а\)а 


пространства У переводит À в К; 

(iii) av (R) = при всех aE К; 

(iv) если a= А, то 20ER. | 

С учетом (i) элемент aY, существование которого утверж- 
дается свойством (ii), единствен; это придает смысл свой- 
ству (iii). Отображение $, является отражением, оставляющим 
неподвижными точки гиперплоскости [.==Кег(а\) и перево- 
дащим ав —а.. 

Элементы системы R называются корнями. Размерность 
пространства У называется рангом системы корней. 


2) Группа автоморфизмов пространства И, оставляющая 
устойчивой À, обозначается символом A(R). Отражения Sy 
(a = R) порождают подгруппу W(R) в A(R), называемую 
группой Вейля системы Ю; эта подгруппа нормальна в A(R). 
Единственными отражениями, принадлежащими W(R), бу- 
дут Sg, AE ЛА. 

3) Множество RY векторов a” (для а= В) является при- 
веденной системой корней в И", называемой системой, диале- 
‚ной (или обратной) к Ю. Отображение at-—> а\ есть биекция R 


на АУ, которую называют канонической. Поскольку (вУ)* == А, 
канонические биекции RR’, R’—R взаимно обратны. 
Отображение и->‘и-! определяет изоморфизм W(R) на 
W (RY), при помощи которого эти группы отождествляются. 


11 Зак. 61. Н. Бурбаки 
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4) Пусть вещественное векторное пространство У есть пря- 
мая сумма векторных подпространств V,,..., V,. Для лю- 
бого i пусть А; — приведенная система корней в V;. Тогда 
объединение R всех R; будет системой корней в И, назы- 
ваемой прямой суммой систем R;. Группа W(R) отождест- 
вляется с произведением групп W (R;). Система R называется 
неприводимой, если КЮ == ©) и если R не разложима в пря- 
мую сумму двух непустых систем корней. Это эквивалентно 
тому, что W(R) является неприводимой группой. Всякая 
приведенная система корней R разлагается в прямую сумму 
приведенных неприводимых систем корней, определенных 
однозначно с точностью до перестановки и называемых не- 
приводимыми компонентами системы À. 


5) Пусть À — приведенная система корней в И. В V cy- 
шествуют скалярные произведения, инвариантные относи- 
тельно W(R). Всюду в дальнейшем символом (x|y) обозна- 
чается какое-нибудь одно такое фиксированное скалярное 


произведение. Если отождествить И” с У при помощи (x|y), 
20 

то ау и Отражение S, есть ортогональное отражение, 

которое переводит а в — а. Группа Вейля транзитивна на 

множестве корней одной и той же длины. Если система R 

неприводима, то с точностью до умножения на константу 


скалярное произведение (x|y) определено однозначно. 


6) Пусть À — приведенная система корней. Для BER 
вводится обозначение 


(a, ВУ) = п (а, В) = Z. 
Справедливы соотношения 
nid, or, 


S, (a) oh. st (a, B) В, 


na 


С точностью до перемены местами а и В все возможности 
исчерпываются следующими: 


„ай л 
п (а, В) = п (В, a) =0; (a, В) =; 558 — порядка 2; 
os | 
ata, H)—n GG, в = (a, p)= =; Ilo = В 
a SaSg — порядка 3; 
na, Вл, a) =—1; =: lal=ißli 


SS, — порядка 3; 
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па, В=1, n(B, a) =2; (a,p)=*; IpI=V2 ial; 


$а5в — порядка 4; 


па. )=—1, п а=-2; =; в У2|а| 


SgS, — Порядка 4; 


na, В =, nf a) =3; =; IBI=V3 lal 


SaSg — порядка 6; 


n(a,p)=—1, n(B,a)=—3; @9=5%; IBI=V3 lal; 
абв — Порядка 6; 

п (а, В) = п (В, a) = 2; a = В; 

n(a, В) = и (В, а) = —2; a= — В. 


7) Пусть а, BER. При (В) >0 разность а —В будет 
корнем, за исключением случая a=ß. Если (8) <0, то 
a + В будет корнем, за исключением случая а == — 


8) Пусть а, В — два непропорциональных корня. Множе- 
ство / тех jeZ, для которых B+ jac@R, есть интервал 
(—4, р] в Z, содержащий 0. Имеют место соотношения 

q +1 (6 + a|6 +a) 


р —а= — п (8, a), в 


Пусть $ — множество корней В + ja с | Г. Тогда $. ($) =$ 
и S,(B + ра) =В — да. Говорят, что S есть а-серия корней, 

содержащая В; В — да называется началом серии, B-+ size 
ее концом, a p+g— длиной. 

| Если Т — а-серия с началом у, то длиной T будет — ‘alts, a). 


9) Пусть X — объединение гиперплоскостей Ker aY (ER). 
Связные компоненты множества У — À называются каме- 
рами системы R в И. Они представляют собой открытые 
симплициальные конусы. Группа Вейля действует просто 


транзитивным образом на множестве камер. Замыкание С 
камеры С является фундаментальной областью для W (R). 
Имеем (x|y)>0 для x, ySC. Биекция И на И", соответ- 
ствующая (х|и), определяет биекцию множества камер си- 
стемы À в V на множество камер дуальной системы КУ 
в И". Символом СУ обозначается образ камеры С при этой 
биекции. 


10) Пусть С — камера системы Ru Ly, Lo, ..., Ly — стенки 
камеры С. Для любого i существует, и притом только один, 
корень а, такой, что Г: =[Га, причем a; лежит по ту же 
сторону от L;, что и С. Семейство (и, ..., @) есть базис 
пространства И, а С совпадает с множеством тех x=Ÿ, 


11* 
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для которых (a), x) > 0 при всех [, или, что равносильно, 
(a; |x) > 0 при всех i. Говорят еще, что {a,, ..., а} есть ба- 
suc В(С) системы R, определенный камерой С. Имеем 
(a; |a;) < 0 при ij. Группа W(R) действует просто транзи- 
тивным образом на множестве базисов. Всякий корень пере- 


водится каким-нибудь элементом группы W(R) в элемент 
базиса В (С). Далее, {aY,..., a} = В (СУ). 


11) Полагая Sa, =5р обозначим через S множество 


всех S;, а через M; порядок произведения s;s,. Пара (W(R), $) 
есть система Кокстера с матрицей (m;;); другими словами, 
группа W(R) определена семейством образующих (Si), <; Fe 


и соотношениями (s,8;) ti = 1. Для Toro чтобы $; и $; были 


сопряжены в W (R), необходимо и достаточно, чтобы суще- 
ствовала последовательность индексов (4, Lo, ..., i) Ci = 6, 


i, =] a каждое из чисел Mi,i,,, было равно 3. 


12) Пусть nj; = п (а, а;). Матрица (ni;), L,; ; <; называется 
матрицей Картана системы Ю. Она не зависит (с точностью 
до перестановки индексов |, 2, ..., l) от выбора С. Спра- 
ведливы соотношения пи=2, n;; ={0, —1, —2, —3} для 
ij. Две системы корней с одинаковыми матрицами Кар- 
тана изоморфны. 


13) Пусть G — подгруппа в A(R), оставляющая устойчи- 
вым В(С). Тогда A(R) является полупрямым произведе- 
нием Си W(R). 


14) Отношением порядка, определенным камерой C B V 
(соотв. в И"), называется согласованное со структурой век- 
торного пространства на У (соотв. И") отношение порядка, 
при котором элементами —>0 будут линейные комбинации 
корней a, (соотв. a/) с коэффициентами 20. Эти элементы 


называются положительными относительно С или относи- 
тельно B(C). Указанные отношения порядка определяются 
также дуальной камерой СУ. Элемент из V будет SO тогда 
и только тогда, когда его значения на СУ будут >20. Мно- 


жество элементов >> 0 относительно С содержит С, но, вообще 


говоря, отлично от С. Пусть хе\У. Для того чтобы хе С, 
необходимо и достаточно, чтобы было x>w(x) при всех 
и = М (Ю). Для того чтобы хеС, необходимо и достаточно, 
чтобы было x > w(x) при всех ше (Ю), отличных от |. 


15) Любой корень либо положителен, либо отрицателен 
относительно С. Символом R,(C) обозначается множество. 
положительных относительно С корней, так что R= А. (C)U 
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U(— R,(C)) есть разбиение системы À. Отражение $; пере- 
водит а; в —а; и переставляет между собой элементы из 
Ю. (С), отличные OT Qj. 


_ 16) Пусть В — базис системы Ю. Любой положительный 
(соотв. отрицательный) относительно В корень является линей- 
ной комбинацией элементов из В с целыми коэффициентами 
= 0 (соотв. <0). 


17) Пусть (В, Bo, ..., By) — такая последовательность поло- 
жительных относительно С корней, что В, +В... +8, будет 
корнем. Существует перестановка ne ©,, для которой Вх (1) + 
+B, (0) +... + Вх а) будет корнем при любом i={1,2, ..., п}. 


_ 18) Пусть ae Ю. (С). Для того чтобы a = В (С), необхо- 
димо и достаточно, чтобы а нельзя было записать в виде 
суммы двух положительных корней. 


19) Пусть С — камера, (a), а,,..., а,) — соответствующий 
базис. Для любого подмножества J < [ ={1, 2, ..., !} обо- 
значим символом W, подгруппу в W(R), порожденную отра- 
жениями $; с ie). Пусть Cy — множество линейных комби- 
наций с коэффициентами > 0 корней a, для j ÉJ, так что 
С,— ячейка камеры С. 

Пусть J Cl, в = Я (Ю). Следующие условия эквивалентны: 

а) g оставляет инвариантной некоторую точку ячейки C7; 

6) х оставляет инвариантной любую точку ячейки Су; 

в) с оставляет инвариантной любую точку замыкания C y; 

r) g(C)=C, 

д) g(C,)=C;; 

e) geW,. 

Пусть J, J’ C{l, 2,..., fj} ив, g’ @W(R). Следующие 
условия эквивалентны: 

а) (С) = =’ (Cy); 

6) g(C)) Ne’ (Cy) == ©; 


в) W,=g'W,,; 
г) J=J' u ge gW,. 
[vers Уорс Т.И 9 =, []... ПУЛ» Тогда W,= 


=. П... Wr. Для любого g == (К) существует IH, 
такое, что СП=(С)=С, и geW,. 


20) Пусть P — подмножество системы R. Говорят, что Р 
замкнуто, если условия aeP, ВЕР, a+BER влекут 
а-- ВЕР. Подмножество Р называется параболическим, 
если Р замкнуто и PU(— P)=—R. Следующие условия экви- 
валентны: 

а) Р параболично; 
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6) Р замкнуто, и существует такая камера С, что PD 
> + (С); 

в) существуют камера С и подмножество EC В (С), такие, 
что Р будет объединением R,(C) и множества Q корней, 
являющихся Линейными комбинациями с целыми коэффи- 
циентами <Q элементов из À. 

Предположим, что эти условия выполнены, и рассмотрим 
векторное подпространство У, CV, порожденное множе- 
ством У. Имеем 


РП(—Р)=00(—9) =У, ПК, 


и РП(—Р) есть система корней в И, с базисом à». 

Пусть P’, С’, 2 обладают аналогичными свойствами. 
Если существует элемент из W(R), переводящий Р в P’, то 
в W(R) существует элемент, переводящий С в С’, 2 BY u P 
в. 


21) Пусть Р — подмножество в А. Следующие условия 
эквивалентны: 

а) существует камера С, для которой P=R, (С); 

6) Р замкнуто, и {P, — P} есть разбиение системы R. 

Камера С определена тогда однозначно. 

Предположим, что V наделено такой структурой упоря- 
доченного векторного пространства, что каждый корень будет 
либо положительным, либо отрицательным. Пусть Ry — мно- 
жество положительных корней относительно этой структуры. 
Существует однозначно определенная камера С, для кото- 


рой К. =К. (С). 


22) Для того чтобы подмножество BCR было базисом 
системы R, необходимо и достаточно, чтобы элементы из В 
были линейно независимы и чтобы любой корень был линей- 
ной комбинацией элементов из В с коэффициентами, кото- 
рые одновременно >0 или <0. 


23) Пусть Р — замкнутое подмножество в À, для KOTO- 
poro РП(—Р) = @. Существует такая камера С, что Pc 


= R, (C). 


24) Подмножество PC К называется симметричным, если 
P=—P. Пусть Рр— какое-то подмножество в R и V, 
(соотв. Г) — векторное подпространство (соотв. аддитивная 
подгруппа) в V, порожденное Р. Следующие условия экви- 
валентны: 

а) Р замкнуто и симметрично; 

6) Р замкнуто и является системой корней в Vj; 

в) ГПА =Р. 
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25) Предположим, что система R неприводима. Пусть 
С — камера; положим | 


Bib) =a, «sss Gk 


В R существует максимальный (или наибольший) элемент 
(относительно порядка, определенного посредством С), т. е. 
такой элемент а = и + ... + па, что для любого корня 


Pit ses Рю: 


справедливы неравенства и! > Di, ..., Mop, При этом а=С 
и |@|>|а| для любого корня a. 


26) Символом Q(R) обозначается подгруппа в И, поро- 
жденная системой À; элементы группы Q(R) называются 
радикальными весами системы R. Группа Q(R) есть дискрет- 
ная подгруппа в У ранга / = dimV. Всякий базис BR является 
базисом в Q(R). 

Символом P(R) обозначается подгруппа в И, ассоцииро- 
ванная с Q(RY); элементы из Р(Ю) называются весами 
системы R. Группа Р(К) является дискретной подгруппой B V 
ранга [, содержащей О (К). Группы P(R)/Q(R), P(RV)/Q(RY) 
конечны и изоморфны; их порядок | называется индексом 
связности системы КЮ. В обозначениях 25) порядок группы W (Ю} 
равен !! nny... п]. 

Группа A(R) оставляет устойчивыми P(R), Q(R) и поэтому 
действует в Р(Ю)/О (Ю). Группа И (Ю) действует тривиально- 
в P(R)/Q(R), так что A(R)/W(R) действует в P(R)/Q(R). 


27) Пусть С — камера, В = (в, ..., @) — р eee 
базис системы À. Базис (<, er @,); дуальный к (ау cov My 
есть базис группы P (R). Элементы ©; называются боев 
тальными весами (относительно С или относительно В). Множе- 
ство линейных комбинаций весов @; с коэффициентами > 0 


(соотв. 2—0) совпадает с С (соотв. С). Линейные комбинации 
весов @; с целыми коэффициентами > 0 называются старшими 
(или доминантными) весами. Любой элемент из P(R) пере- 
водится группой W(R) в один, и только один, из старших 
весов. и весами являются элементы DEV, для 


2(610;) 
(a; (alla) 
28) Пусть P=- D а. Имеет место равенство о == 

аЕ К. (С) — 
= ©, + eee + о, ЕС. 
29) Пусть T — группа переносов пространства И*, векторы 
которой принадлежат @ (КУ). Группа аффинных преобразо- 


которых будет целым —O при всех 4. 
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ваний пространства И”, порожденная группами T u W(R), 
есть полупрямое произведение W(R) и T. Эта группа назы- 
вается аффинной группой Вейля системы R и обозначается 
символом W,(R). Она действует в И” собственно разрывно. 
Для а>еЮ и EZ пусть $.) -— отображение x*->x* — 
— (x*, a) а’ + Ла\; это — аффинное отражение, и множе- 
‘ство L, 1 его инвариантных точек определяется уравнением 


(x, а) =A; имеем L,,=—L, ++ hay, Аффинными отраже- 


ниями, принадлежащими W,(R) и порождающими группу 
W,(R), будут как раз Sq. 


30) Пусть Е — объединение гиперплоскостей L, , для а = Ю 
AZ. Связные компоненты множества И" — E называются 
альковами системы À. В случае неприводимой системы À 
каждый альков является открытым симплексом; в общем 
случае альков является произведением открытых симплексов. 
Группа W,(R) действует просто транзитивным образом Ha 


множестве альковов. Если С — альков, то С будет фунда- 
ментальной областью для W,(R). Пусть 0), 0%, ..., 0, — OT- 


ражения группы W,(R), соответствующие стенкам алькова С; 
пусть в;, — порядок произведения 0,0,. Тогда W,(R) опреде- 


E u 
ляется образующими с; и соотношениями (0;0,) "—=1. 


31) Если р = P(RY), то существует такой альков С, что р 


будет экстремальной точкой замыкания С. Для каждого аль- 
кова С” существует, и притом только один, радикальный вес, 


являющийся экстремальной точкой его замыкания С”. 

Пусть x° = V"*; следующие условия эквивалентны: 

а) x" = P(RY); 

6) при любом ae R гиперплоскостью, параллельной. L, 
и проходящей через х”, является L, 4. 

Пусть С’— камера в КУ. Существует, и только один, 
альков С, содержащийся в C’ и такой, что OSC. Пусть 
система À неприводима, и пусть В — ее максимальный корень 
{относительно C’); тогда С совпадает с множеством тех x &C’, 
‘для которых (x, В) < 1. | 


32) Пусть $ — симметрическая алгебра пространства У, 
SY — ее подалгебра, состоящая из инвариантных OTHOCH- 
тельно W = (R) элементов, в— порядок группы W,/—dimV. 
Сушествуют однородные алгебраически независимые эле- 
менты /, [,..., IS’, которые порождают SV; 5"-мо- 
дуль S допускает базис, состоящий из в однородных эле- 
ментов. Пусть я — идеал в $, порожденный однородными 
элементами подалгебры $” степени > 0; представление 
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группы W в S/a, получающееся при факторизации предста- 
вления № в 5, изоморфно регулярному представлению 
группы W (над В). 


33) Пусть /,, Lo, ..., 1j — элементы подалгебры 5*, одно- 


родные, алгебраически независимые и порождающие S”. Их 
степени К, ko, ..., Ry определяются единственным обрёзом 


(с точностью до порядка) системой К. При этом g =k, Ry... Ry. 
Число корней равно 2 >; (k; — 1). 
1==1 


34) Элемент А алгебры $ называется антиинвариантным 
относительно W, если w(A)=det(w)- A при всех weW. 
Пусть R=R,U(— R,) — разбиение К. Положим л = Il а; 


a=R;, 
элемент л = $ антиинвариантен; антиинвариантными элемен- 
тами алгебры $ будут элементы вида al, где 1 & SW. 


35) Пусть Е — (групповая) алгебра Z[P] группы весов P 
системы À. При ре=Р символом е? обозначается соответ- 
ствующий элемент из Е. По определению ee? = е?+?7’ и e? 
образуют базис алгебры Е. Группа W действует в E таким 
образом, что (2?) = е? {?) (иеУ, рЕР). Элемент 2EGE 
называется антиинвариантным, если w(z)=det(w)-z при 


всех weW. Для z=E положим J(z)= ХУ 4е+() - ш (2). 
we W 
Пусть С — какая-то камера. Элементы J (e?), где реРПС, 


образуют базис группы антиинвариантных элементов в E. 
Если о — полусумма положительных корней, то 


J (e°) = е? a (1 — e-2) = 2 (er? — ea), 


где произведения берутся по множеству корней > 0. 
36) В обозначениях 35) положим | 


Zp (еР1Р)// (е?) для pe P. 


Элементы 2, для pæPfNC образуют базис группы EY эле- 


ментов алгебры Æ, инвариантных относительно W. Если 
°,..., ©, — фундаментальные веса системы À, TO эле- 
менты 25, ISIS, алгебраически независимы и поро- 


ждают кольцо EY, 


37) Пусть С — камера системы À, (4, ..., y) — соответ- 
ствующий базис. Элемент с = $155... Sy группы W называется 
преобразованием Кокстера системы Ю. Класс сопряженности 
элемента с в W не зависит ни от С, ни от нумерации кор- 
ней a;. Порядок h элемента с называется числом Кокстера 
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системы À. Собственные значения преобразования с имеют 


2inm , 
j 
ВИД ехр M az h ‚ TAC целые числа т, То, is. т (называемые 


показателями системы К или группы W) таковы, что 1 < т < 
= Mo =. вое < т, LR 
Предположим, что система À неприводима. Тогда 
т =| т=й—1[; 


m +tma—=h (15/51; 
l | 
т + Mo + ... + m= > М = Card (R). 


Любое me{l, 2,..., h—1}, взаимно простое с A, равно 
одному, и только одному, из m;. Целые числа m, - 1, 
Mo + 1,..., m; +1 с точностью до порядка совпадают 
с целыми числами К, ko, ..., k, из 33). В обозначениях 25) 
n+... +n—h—1. В R имеется 1 орбит множества 
{1, с, c?, ..., СЦ, и все они состоят из A элементов. 

Если A четно, то с”? переводит Св - С. Для того чтобы 
—1е= W, необходимо и достаточно, чтобы все показатели 
группы W были нечетными; в случае когда это так, À четно 
И ch = —[. 
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1. Теория множеств 

|. Алгебра 

Il. Общая топология 

[У. Функции действительно- 
го переменного 

V. Топологические вектор- 
ные пространства 

VI. Интегрирование 


ВТОРАЯ ЧАСТЬ 


(без номера). 
Коммутативная алгебра 
(без номера). 
Группы и алгебры Ли 
(без номера). 
Спектральная теория 


